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Justifiez et simplifiez vos réponses. Matricule:

Question 1 (10 points)

Les quatre questions suivantes sont indépendantes.

a) (2 pts) Exprimer le nombre suivant sous la forme a + i b, où a et b sont
réels:

(1− i)i.

b) (1 pt) Exprimer le nombre suivant sous la forme a+ i b, où a et b sont réels:

ln (1− π).

c) (3 pts) Soit z = x+ i y, où x et y sont réels. On définit la fonction f par

f(z) := αx+ i β y,

où α et β sont des constantes complexes. Trouver toutes les valeurs de α et
β pour lesquelles f est entière. Dans ce cas, exprimer f(z) en fonction de z.

d) (4 pts) Trouver toutes les racines complexes z de l’équation

z4 + z3 + z − 1 = 0.
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Justifiez et simplifiez vos réponses. Matricule:

Question 2 (10 points)

On considère la fonction

f(z) :=
1

z(z − 2)
.

a) (4 pts) Donner le développement en série de Laurent de f valide pour
0 < |z − 2| < 2, puis donner le résidu de f en z = 2.

b) (3 pts) Évaluer ∮
|z−3|=1/2

f(z) dz,

où la courbe est parcourue dans le sens horaire, et justifier votre réponse.

c) (3 pts) Cette question est indépendante de a) et b) ci-dessus. Soit C le
quart de cercle de rayon 1 centré en i parcouru de 0 à 1 + i. Évaluer∫

C
z cos (z2) dz

et exprimer votre réponse sous la forme a+ i b, où a et b sont réels.
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Département de mathématiques et de génie Industriel
Analyse Appliquée - MTH2120
Examen Intra - Automne 2022 page 8

Justifiez et simplifiez vos réponses. Matricule:

8



BROUILLON

Ne sera pas numérisé, ni corrigé
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Département de mathématiques et de génie Industriel
Analyse Appliquée - MTH2120
Examen Intra - Automne 2022 page 9

Justifiez et simplifiez vos réponses. Matricule:

9



BROUILLON

Ne sera pas numérisé, ni corrigé
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Justifiez et simplifiez vos réponses. Matricule:

Question 3 (10 points)

On considère la fonction f définie par

f(z) :=
sin (z)

z cos (z)
.

a) (7 pts) Déterminer la nature de toutes les singularités (c’est-à-dire: singu-
larité apparente, singularité essentielle, pôle d’ordre à préciser ...) de f .

b) (3 pts) Donner le rayon de convergence de la série de Taylor de f en
z0 = π/4, puis en z0 = 0.
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Justifiez et simplifiez vos réponses. Matricule:

Question 4 (10 points)

a) (5 pts) Évaluer ∮
|z|= 2022

2023
π

dz

e2z − 1

où la courbe est parcourue dans le sens horaire. Justifier chaque étape de votre
démarche.

b) (5 pts) Évaluer ∫ ∞
0

dx

(1 + x2)2

en justifiant chaque étape de votre démarche.
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AIDE MÉMOIRE

Conditions de Cauchy-Riemann : ux = vy, uy = −vx.

Première formule de Cauchy : f(a) =
1

2πi

∮ f(z)

z − a
dz.

Seconde formule de Cauchy : f (n)(a) =
n!

2πi

∮ f(z)

(z − a)n+1
dz.

Pôle simple en z = a : Res (f(z); z = a) = lim
z→a

((z − a) f(z)) .

Pôle double en z = a : Res (f(z); z = a) = lim
z→a

d

dz

(
(z − a)2 f(z)

)
.

Pôle d’ordre n en z = a : Res (f(z); z = a) =
1

(n− 1)!
lim
z→a

dn−1

dzn−1
((z − a)n f(z)) .
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