Chapitre 7
Singularités

En mathématiques, une singularité est en général un point, une valeur ou un
cas dans lequel un certain objet mathématique n’est pas bien défini. Par exemple

la fonction f(z) = — admet une singularité en z = 0. L’étude des singularités est

possible en analysant la série de Laurent. Pour cela, donnons nous quelques défini-
tions préalable.

Définition 7.1. La partie singuli¢re de la série de Laurent est composée de tous

les termes ayant la forme ————. C’est- a-dire
(z—2z0)"
o0
fe) = ) anlz—z)"
n=-00
a—o a—1 1
= et + +ap+ai(z—2z¢) +---

(z—2z0)% (z2-— Zo)ll

~
Partie singulicre de la série

Définition 7.2. Un point en lequel une fonction f(z) cesse d’étre analytique est
appelé un point singulier ou une singularité de f(z).
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7.1 Classement des singularités

Parmi ces singularités, nous retrouvons les poles, les singularités essentielles et
apparentes, les points isolés et les points de branchement. Regardons plus en détails
comment faire la distinction entre ces singularités.
a) Poles.
Supposons que le développement de Laurent de f(z) soit de la forme

(e8]

fla) = ) anlz—z)", a_m #0
n=—m
a-m A—m+1
= + et ag+ay(z—zp) -
(2—20)™  (z—29)"" ] o+ alz=z0)
1
= —|a_p+a- z—20)
Gz L9 m+1(Z2 = 20)

= (z2—20)"" f(2) A—m+ A—m+1(2—20) -+

Si on peut trouver un entier 7 tel que

lim (z-20)"f(2)= _A_#0

a_m

alors zj est appelé un pdle d’ordre n.
Remarquons que

{ lim, ., (z— zo)kf(z) n’existe pas pour 0< k< m
lim,_., (z—20)" f(2) = a-m #0

Concretement cela signifie que la partie singuliere de la série possede un
nombre fini de terme.

De maniere équivalente, zy est un pole si et seulement si | f| tend vers I’in-
fini en zj.

1
Exemple 7.1. La fonction f(z) = EEnE] a un pole d’ordre 3 au point
Z f—

zo=1 car

=lim1=1#0

. _ n —1i _ 3
zh—>nzl0(z 20)" f(2) = lim (2 1) oo im

sin(z)
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Exemple 7.2. La fonction f(z) =

car en sachant que

a un pole d’ordre 1 au point zy =0

sin(z)_l z z

+
z2 z 6 120



alors

lim (z - z0)" f(2) = lim (z—0)" 12,2 1140
Z— 2y 0 B z—0 z 6 120 B
pour n=1.
b) Singularités apparentes
Un point zy est appelé une singularité apparente (effacable) de f(z) si

lim f(z), existe.
zZ— 2

Exemple 7.3. La fonction f(z) = sin(z)

en zg =0 car

possede une singularité apparente

. sin(z)

lim =
z—0 Z

c¢) Singularités essentielles.

Si on peut développer f(z) en série de Laurent qui est :

1, (existe).

o0
f@= ) anlz—2z0)", 0<lz—2zl <R,
n=—o0
avec a, # 0 pour une infinité de n < 0 alors on dit que zj est une singularité
essentielle de f(z).
Remarquons que puisque

o0

Y. an(z—z)"

n=-00

f(@)

a- a—1

1
+a0+a1(z_ ZO) R
(Z ZO)Z (Z ZO)IJ

~
Partie singuliere de la série

alors zp est une singularité essentielle lorsque
lim (z — z)* f(z) n’existe pas quelque soit k = 0.
Z— 2y

Concretement zj est une singularité essentielle lorsque la partie singuliére
de la série contient un nombre infini de termes.

1
Exemple 7.4. La fonction f(z) = e* a une singularité essentielle au point
zo =0 car

1 X 1
ez = Z , 0<|z|
n—o n'z"
1 1 1
= l1+—+— e

+_
z 2z2 628
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Notons que

1 1 1
ZanZlo(z—ZO)k flz)= ii_r)r(l)(z—O)k 1+2+ﬁ+@+' -+ | n’existe pas quelque soit k = 0.

76



d) Point de branchement.
Un point de branchement est une singularité qui concerne les fonctions
multiformes telles que :

vz, In(z), arcsin(z), arctan(z), etc.

On dit alors que zp est un point de branchement de f(z) si en parcourant
une courbe fermée C quelconque entourant zy la fonction prend plus d’une
valeur.

Notons qu’une fonction qui admet un point de branchement en zj peut étre
rendue uniforme en la restreignant a un feuillet particulier de sa surface de
Riemann. Pour cela on définit une ligne, appelée coupure, reliant le point
zg a un autre point de branchement de maniére a empécher que I’on puisse
tourner autour de zy seul. La fonction ainsi restreinte est alors uniforme,
c’est une branche particuliere. Lorsque 1’on veut faire coincider les valeurs
réelles de la restriction de f & un feuillet avec une fonction classique de la
variable réelle on choisit une détermination particuliere, appelée branche
principale.

Pour donner une image, cela correspond a un escalier en colimacon dont
I’axe (réduit a un point) est placé a la singularité, desservant plusieurs (voire
une infinité) d’étages. Dans le cas d’un nombre fini d’étages, 1’escalier a
une propriété de périodicité : arrivé au dernier étage, on peut continuer a
monter et on se retrouve... au rez-de-chaussée.

En pratique, il suffit de tourner autour d’un point de branchement pour
changer ”d’étage .

Exemple 7.5. Le point zyg =1 est un point de branchement pour

1
f2)=(z-1)z.
Pour illustrer cela prenons le contour fermé constitué du cercle
z@)=zp+ped=1+1e"

entourant zp =1
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Im(z)

\ T > Re(2)
20

Ainsi

T . .
ez =i si O=mn

_ Lify _ L0 _1\3 — (i3 _ -
f2)=fA+1-e”)=(1+1-e"-1) (e™) {e“z:—i G O=-n

Ainsi f(z) change de valeur lorsque 0 passe de —m a .

Singularité isolée

Une singularité zy est dite isolée si il existe un voisinage duquel il n’y a
aucune autre singularité.

C’est- a- dire qu’il existe un 6 > 0 tel que

|z—2z9| <&
1
Exemple 7.6. La fonction f(z) = ——————— posséde les singularités (
(z-1)(z-2)

poles d’ordre 1) isolés en zg =1 et z1 = 2.
Note : Il est a noter qu’un point de branchement n’est jamais une singularité
isolée.
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Exemple 7.7. Considérons la fonction

fl2)=

sin (—)
z

a) Déterminez les singularités de f(z).
b) Déterminez la nature des singularités et précisez si elles sont isolées ou

non.
Solution.
a) f(z)=— n’est pas définie en zo = 0, ni pour
z
1 1, 1 .
sin(=)=0 = —=n"n1< z= avecn ==1,42,

z z n*m

Ainsi les singularités de f sont :
1 .
z0=0 et Zpr = avecn ==1,42,
n*mn

b) Déterminons la nature des singularités.

1
e Pour z,~ = ——, nous avons
n*m

. n . 1 \yn 1
lim (z—2zy)" f(2) = lim (z—
Z—2zy» Z— L n*n) . 1
n* sin (—)
_ 1 \n-1 1
= lim n(z— " (2%
T I cos(2)
z
Pour n=1 1 2 1 2
= —— (=&, «) = * —Z,x 0
cos(n*m) (= 2n) (=nn )7

1 . L
Donc zp» = —— sont des poles d’ordre 1. De plus, ils sont isolés car
n
1 1
n*n+(n*+1)n . . , . ..
en prenant § = ——————— il est possible d’avoir un voisinage tel
que
lz—zp| <O
o Pour zy =0, celle-ci est une singularité essentielle car il est impossible

de trouver un n tel que

Jlim (z-20)"f(2) = lim (z-0)"f(2) #0
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Remarque.
Une autre facon de montrer que le point zy = 0 est une singularité es-
sentielle consiste a trouver le développement en série de Laurent de

f(2) et de constater qu’il existe un nombre infini de termes de la forme
an

(z—z0)"

Ainsi, en sa basant sur la série

wd  wd w’
sinlw) = w——+—-—
3 50 7
! 1 2 Ay @y
nous avons sin(-) = —- + - .-
z z 3 5! 7!

alors apres une longue division de , hous obtenons :

1

Sln(z)
1 1
Z) = = z+—4+---
f@ ! 6z
sin(—)
z
1
= esesese +_ +Z
6z
—_———

Partie singuliere de la série

Ainsi il existe une infinité de n <0 tels que a, #0
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