Chapitre 16

Séries de Fourier

Un peu d’histoire.

Jean Baptiste Joseph Fourier est un ma-
thématicien et physicien francais né le
21 mars 1768 a Auxerre et mort le 16
mai 1830 a Paris. Il est connu pour
ses travaux sur la décomposition de
fonctions périodiques en séries trigo-
nométriques convergentes appelées sé-
ries de Fourier et leur application au
probleme de la propagation de la cha-
leur.

De son vivant, Fourier est conscient
de l'universalit¢ de sa théorie et des
domaines d’application de ses outils :
vibrations, acoustique, électricité, etc.
Le développement de ces domaines
d’applications aboutira au X X¢ siecle
a la naissance du traitement du si-
gnal.

FIGURE 16.1: Joseph Fourier 1768-
1830
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Contrairement aux séries de Taylor qui permettent d’approximer localement
une fonction, les séries de Fourier permettent d’approximer une fonction pério-
dique sur tout un intervalle.

Définition 16.1. Une fonction f(x) est dite périodique de période p si Vx € R,
nous avons
fx+p)=f(x), ol p>0.

Et de facon plus générale :
flx+np)=fx oun=1,273...

Exemple 16.1. Considérons la fonction f(x) = cos(x).
a) Trouvez la plus petite période p de la fonction f(x) = cos(x).
b) Calculez cos(41m).

Solution.
a) Par les relations :

fx+p) =fx)
cos(A + B) = cos(A) cos(B) Fsin(A) sin(B)

nous avons

fx
cos(x)
lcos(x)+0sin(x) (16.0.1)

flx+p)
cos(x+p)

cos(x) cos(p) — sin(x) sin(p)
Par comparaison du membre de gauche et de droite de 16.0.1, nous avons :

cos(p)=1:=> p=2m,4n,...
sin(p) =0:= p =m, 27, 3m, 4m,...

Ainsi, la plus petite période, appelé période fondamentale, est p = 2.
b) Par la relation f(x+np) = f(x), ona

cos(417t)=f($+&££)=f($)=cos(n)=—1

=X =n =p =X

16.1 Hypotheses pour exprimer une fonction f(x) sous la
forme d’une série de Fourier

Toute fonction périodique peut étre représentée par une série de Fourier a
condition;
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1. Qu’il y ait un nombre fini de discontinuités sur I’intervalle [x, x + p]. Cela
dans le cas ou la fonction f(x) est discontinue.
La fonction

1 si x € Q — sixestde la forme §

f(x):{ 0 six&:@—»n,\/f,g,...

posséde un nombre infini de discontinuités sur I’intervalle [x, x + p], donc
elle n’est pas développable en série de Fourier.

2. Qu’il y ait une valeur moyenne finie de f(x), notée fioy, sur 'intervalle
[x,x+ pl.
Notons que la valeur moyenne d’une fonction est :

1 xX+p
fmoy = ;/ f(x) dx.

La valeur moyenne finie de la fonction f(x) = tan(x) n’existe pas sur I’in-

tervalle | — %, %[ car

1 pA 1 s .
Jfmoy = —/2 tan(x) dx:—/2 sin(x) dx
T J_=n _
2

%) s cos(x)
- 3l [ et [ o
= S timytn([eost ) i1 feoso )
- ‘71 Alir?g(1%%1_1—1n(|cos(A)]))+B;iix};(m(]cos(B)D_l&:%Q”
- = fl1111512(—1n(|cos(A)]))iB;iE%(m(‘cos(s)m est indéfinie sur R

~~ ~~

=+00 =—00
3. Qu’il y ait un un nombre fini de maxima positifs et négatifs locaux dans
Iintervalle [x, x + p].

Lorsque toutes ces conditions , appelées conditions de Dirichlet , sont satisfaites
la série de Fourier de f(x) existe et peut €tre écrite soient sous forme trigonomé-
trique ou d’exponentielle complexe.
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16.2 Forme trigonométrique

Considérons une fonction f(x) périodique ayant une période p =2 L. L étant
appelée la demi-période. Alors la série de Fourier (forme trigonométrique) de f(x),
notée SF(x), est définie par

o0

f(x)=%+nzz"l[ancos(mix)+bnsin(?)] (16.2.2)
) “sFeo ’
ou
1 /L
ag = 7 _Lf(x)dx
a, = l Lf(x)cos(nnx)dx
L) L
1 [t nmwx
b, = I _Lf(x) sin( T )dx
Remarque.

e On peut remplacer [—L, L] par n’importe quel intervalle de la forme [—L +
¢,L+c] ou c€R. On prend souvent I’intervalle [0,2 L].

o La valeur moyenne d’une fonction f(x), notée fp0y(x), sur I'intervalle
[a, b] étant définie par :

1 b
fmoy(x) = —(l’)— 2 /a fx)dx

alors
a 1711

L
=307 [, 1w ar]= oo
———
:ZLfmoy(x)

Cela signifie que le coefficient % est la moyenne de la fonction f(x) sur

une période p.
Cas particuliers
Soit I’intervalle symétrique | — L, L.

e Si f(x) est une fonction impaire (f(—x) = —f(x)), alors

a = 0

a, = 0

2 L

Z/o fx) sin(?) dx
178
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La série de Fourier sinus d’une fonction f(x), 0 < x < L, est

nnx)

fx) = n; by, sin( .

* Si f(x) est une fonction paire (f(—x) = f(x)), alors

2 L
ay = Z[:f03dx

2 (L nwx
a, = E;A fu)am(—z—)dx

bn = 0

La série de Fourier cosinus d’une fonction f(x), 0 < x < L, est

fx) = % + glan cos(nﬂx)
16.3 Forme exponentielle complexe

Sous forme exponentielle complexe, la série de Fourier SF(x), voir (16.2.2),
s’écrit

. nTXx nmx

00 L s
fo= ) Cnel L ol ani/ fxye L dx
-L

n=-00

Preuve
Utilisons la formule d’Euler :

0

et = cos(0) + i sin(f).

Ainsi
nmx
l
e L =cos(

nmx

) 4isi (nnx)
I sin(——
L

nmx

- nwx .. nmx
e L :cos(T)—zsm(—)
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Nous en déduisons :

nIx nIXx
1 —1
anx. e L +e L
cos( )=
L 2
4
NTX nTX
l =1
 nmx. e L —-e L
sin( )= ;
L 21
Par conséquent
a & nmwx . nmXx
fx) = —+) |ancos( )+bns1n(—)]
2 = L
nTX nTX nmx nwx
i —i -
_oay e L +e L e L —e L
- ?+,;1 a"( 2 )+b”( 2] )]
o ] . T X 1 i—nnx
ap . — .
= ?+n;1 E(an—zbn)e L +§(an+lbn)e L ]
Posons
= d
Co 2 /f(x) x
. nmwx
L an—iby) = f() ()~ isin & ))d ! f()_L
cn = —(ap—1i X cos——z —)|dx=— x)e
" g Ty 2L
) nwx
+i
cp = E(an+ibn): /f(x) cos(—)+z 1n(—) dx——/ fx)e L

Ainsi nous avons

.nmXx NI X
& i
fX)=co+ ) |cne L +cye L ]
n=1
.nmx —NTX
o) i i
f@=co+) cne L +) cnpe L
n=1 Izzl )
Posons n*=-n
Alors .
NI X n'nx
(e.0) ] — -0 1
f(x):co+che L + Z cpre L
n=1

n*=
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L NTX n*nx
_1 l

0o
fW=co+> cne L + Y cpe L
n=1

* —

n"=—0oo

Et comme n* est une variable muette, nous obtenons

. nTX niwx

j—

0o L _
fo= > cnel L ol cn:i/ fx)e L dx
2L/,

n=-—o0o

16.4 Convergence d’une série de Fourier

Définition 16.2. Une fonction f(x) est dite continue par morceaux dans un inter-
valle [a, b] si cet intervalle peut étre subdivisé en un nombre fini de sous-intervalles
a lintérieur desquels f(x) est continue, et si les limites a droite et a gauche de f(x)
dans chacun des sous-intervalles, sont des nombres finis.

Théoreme 16.1. (Théoreme de Dirichlet (1829)- Jordan (1881))

Si f(x) est une fonction périodique de période p =2 L, telle que f(x) et f'(x) sont
continues par morceaux dans l’intervalle | — L, L[ alors la série de Fourier de f(x)
évaluée en xy, notée SF(xgy) convergera vers

f(x0), si xp est un point de continuité
SF(xp) =
flx)+ fxg)

> si xp est un point de discontinuité

Remarque.
f'(x) peut avoir une limite a gauche et a droite qui est infinie.

Exemple 16.2. Considérons une onde carrée (circuit électrique) définie par

0, si —T<x<0

flx) =

h, si O0<x<m

périodique de période p =2 1.
Montrez que
h 2h & sin(2k+1)x)

f(X)ZEJr?',;) 2k+1
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Solution.
Puisque L =m, alors

1 [t 1 ["
ag = —/ f(x)dx=—/ hdx=h
L -L T Jo

1 [E 1 (7
ap = —/ fx) cos(m) dx=—/ hcos(nx)dx =0, nz1
L -L L T Jo

L b4
by = l/ f(x)sin(w)dx:l/ i sin(n ) dx = —=(1 - (~1)")
_L L T Jo nim

L
d’ou
h & h
fx) = E+HZ::1E(1—(—1)”)-sin(nx)
h  hi2sin(l1x) O0sin(2x) 2sin(3x) 0sin4x) 2sin(bGx)
= —+—[ + + + + +
2 7 1 2 3 4 5
B h 2h & sin(k+1)x)
J@ = 5+ ,CZ:O 2k+1

Notons que pour xg = —m,0, 7, nous avons
(x)+flxg) h
SF(xg) = % - 2

Exemple 16.3. Distribution de Dirac.
Montrez que (au sens des distributions) que la série de Fourier de 6(x) sous forme
exponentielle est :

CNTX
s=LYe I
X)=— ) e
2L =,
Solution.
Nous avons
) I _innx
¢, = — x)e L dx
n 2L/_Lf( )
inmx
1 o0 -
= — 6x)e L dx
2L oo ———
g(x)
- 0) = !
- 218V T or
Donc
ATX ) l,mtx

I
|
P18

O(x) = Z Cn elT

n=-—00 —00
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16.5 Identité de Parseval

L’identité de Parseval permet entre autres de calculer la valeur exacte de la
somme de séries numériques remarquables. Parmi celles-ci, nous avons :

2

X1 7
Lz =%
f( g L7
= n? 12
(e 7[2
n;o (2n+1)2 )

16.5.1 Identité de Parseval pour la forme trigonométrique

Considérons une fonction f(x) de période p = 2L dont la série de Fourier SF(x)
est:

nn
a, cos(

fm=%+z

=1

~ v

= S;( X)

X . nmXx
)+ by sm(T) ,

S

alors I’identité de Parseval est :

%/_i(f(x))zdx=g3+§(a§+b§)

n=1

Preuve
Puisque

nn
a, cos(

ay & X . nmx
fo=-+ n; ) + bnSIH(T)]

alors en multipliant les deux cotés de cette derniere expression par f(x), nous avons
2 ag x nmwx . nmXx
(fe) = T F@+ X |an () cos(—=) + by f(x) sin(—)|
n=1

Ainsi

L
/ (f(x))2 dx:/ —f(x) dx+z [an/ fx) cos(—) dx+by, / fx) sm(—)d
-L

_L an —Lb
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Ce qui donne
2

' f(x) “dx=1%,p i a’ + b
_ 2

L n=1

D’ou I’'identité de Parseval

%/_i(f(x))zdx_g o3 (a5
|

Exemple 16.4. Considérons la fonction f(x) = x, ou —7 < x < dontla

série de Fourier SF(x) est

)n+1
sin(n x).

x 1
Trouvez la somme de Z P

Solution :
Nous avons
0 00 n+1
X = — +Z[ 0 -cos(nx) +2 sin(n x)
—~ 2 oL
fx) ~— "' a,
@ bn
2

Par Uidentité de Parseval (forme trigonométrique), nous avons

1 1 02 o) -1 n+l1 2
[ ax=Ta X (e )
), 2 O n
[ —
21
-3
27T2 ) 1 n+l 2
_:Z(z( ) )
3 =1 n
Par conséquent
| HZ



16.5.2 Identité de Parseval pour la forme exponentielle complexe

Puisque
 ATX
(e} ] —
f= 3 cne L
n=—o0o
alors I’identité de Parseval est
1 [%L 2 o0 2
— x)| dx= c
21, el 3 en
Preuve Notons que * signifie la conjuguée.
 NTX
* (o0} -] —
( f (x)) =Y ce L
n=—oo
En multipliant cette derniere expression par f(x), nous obtenons :
JNTX
* o0 -] —
fofw) = Y afwe L
N ) n=-oo

2

|f(x)
ATX

00 2L -
Y fxe L dx

n=-o00 0
N

2L )
Ainsi / | f(x)) dx
0

J

-

=2Lc,
x 2
= 2L ) |cn
n=-—oo
2L , o ,
D’ol L |f(x)) dx = ) |ecn
2L/, oo

g

Exemple 16.5. Soit la fonction périodique de période p = 2m, (ici L = ) suivante :

0 si —m<x<0
= {1 si O<x<m

Donnez la série de Fourier (forme exponentielle) de la fonction f(x).
Rappel :

.nnXx 2L niwx

00 i— ——
f)= ) cpe L ol Ch=— f(x)e L dx
n=—oo 2L Jy
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Solution. Calculons c,.

2n
¢, = — f(x)e " dx
271
— i ne—inxdx
27 0
1 1 —inx|” :
= — [ ( valable sin # 0)
21w (—in)
1 1 ; ;
- . [e—lnn_e—lno
21w (—in)
[1
= —
2nm

Ainsi la série est :

. §: [_1[1—( 1)] nmx

] 1
n==co 2nm ) 2
Valable pour n#£0 =t

16.6 Dérivation et intégration

Si
fo=24+%
2 n=1

a cos(w) +b sin(m)]
n L n L )

alors, sous certaines conditions :

D fl(x)= Z [——ansm(%)+n—bncos(?)]

? / fmde= _(x_x°)+z [“n/ COS(@)den/ Sin(ﬂt)dt
Xo 2 n=1 Xo L L

Xo

Exemple 16.6. Soit une onde triangulaire :

—-X si —T<x<0
X si O0<x<m

fx) = {
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fx)

",-f i ! I :';_,, X
-7 I T
dont la série de Fourier de f(x) est donnée par
7 4 & cos((2k+1)x)
f)=2-- Z T 2k+12
2 mizy Qk+1)
o Cas de la dérivée.
Nous avons
4 & sin((2k+1)x) -1 si —m<x<0
floy==) —————= { ;
Tizy Qk+1) 1 si O<x<m
qui représente une onde carrée
[0

A

o Cas de l'intégration.

Nous avons B 4 2 sin(2k+ 1))
T sin +1)x
Ddr=—=x——) —————
[ rwar=Fet 5 AL
d’ou
X2 7w .
———Ex si —n1<x<0
4 i sin(2 k+1x) B
ny @k+13
X2 7w ,
+——-—X s1 O<x<m
2 2

qui est une onde parabolique
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b4
En prenant x = >

d’ou

fx

—

nous obtenons

(&)

Z’ Qk+1)3 32

®© (- l)k
miyRk+1)3
( ].)k ”3
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