
Chapitre 6

Série de Laurent

6.1 Formule de Taylor

Si f (z) est analytique à l’intérieur et sur un cercle centré au point z0 alors pour
tout z à l’intérieur de ce cercle nous avons

f (z) =
1X

n=0

f
(n)(z0)

n !
(z ° z0)n

Preuve.
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Soit w appartenant au cercle. Ainsi, on a
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ØØØ< 1. Alors
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Ainsi, nous avons l’identité

1
w ° z

=
1X

n=0

(z ° z0)n

(w ° z0)n+1 ,
ØØØ

z ° z0

w ° z0

ØØØ< 1 (6.1.1)

En substituant z = w et z0 = z, dans la formule de Cauchy qui est

f (z0) = 1
2º i

‰
C

f (z)
(z ° z0)

d z

nous avons

f (z) = 1
2º i

‰
C

f (w)
(w ° z)

d w

et en utilisant l’identité (6.1.1), nous avons

f (z) = 1
2º i

‰
C

1X

n=0

(z ° z0)n

(w ° z0)n+1 f (w) d w

=
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f (w)
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| {z }

=
f

(n)(z0)
n !

=
1X
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f
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n !
(z ° z0)n

Exemples Voici le développement de Taylor autour de z0 = 0 pour quelques fonc-
tions élémentaires :

1. e
z =

1X

n=0

z
n

n !
|z| <1

2. sin(z) =
1X

n=0
(°1)n

z
2n+1

(2n +1) !
|z| <1

3. cos(z) =
1X

n=0
(°1)n

z
2n

(2n) !
|z| <1

4. Ln(1° z) =°
1X

n=1

z
n

n
|z| <1

5. arctan(z) =
1X

n=0
(°1)n

z
2n+1

(2n +1)
|z| < 1
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6.

(1+ z)p = 1+p z + p(p °1)
2!

z
2 + p(p °1)(p °2)

3!
z

3 +·· ·+ p(p °1)(p °2) · · · (p ° (k °1))(p °k)!
k ! (p °k)!| {z }

=
p !

(p °k)!k !
=

√
p

k

!

z
k +·· ·

= 1+
1X

n=1

√
p

k

!

z
n |z| < 1

C’est la série du binôme. Si (1+z)p est une fonction multiforme le résultat
est valable pour la branche principale de la fonction qui prend la valeur 1
pour z = 0.
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