Chapitre 8

Calcul des résidus

Le théoréme des résidus en analyse complexe est un outil puissant pour éva-
luer des intégrales curvilignes de fonctions analytiques sur des courbes fermées ;
il peut aussi bien étre utilisé pour calculer des intégrales de fonctions réelles ainsi
que la somme de certaines séries. Il généralise le théoreme intégral de Cauchy et
la formule intégrale de Cauchy.

oit f(z) une fonction analytique au voisinage de zg, sauf pour z = zy que I’on
Soit f(z) fonct Iyt d f r
suppose une singularité isolée. Nous avons la série de Laurent :

o0

flay = Z an(z—zp)" 0<|z—-zopl <R.
n=-oo
T o S +a( )+
= cee zZ—2z
(z—20% (z—zp)t 0 T
1
ou ay /@

C2mi J (z— 7))
C

Ici C est une courbe fermée, contenant zy a I’intérieur du voisinage (et ne contenant
aucune autre singularité).

Dans le cas particulier ou n = —1, le coefficients a_; s’appelle le résidu de
f(z) au point zy et on écrit

déf.
a_, = Rés(f(z);z=zp).
Nous avons

g 1
Rés(f(z);z:zo)dgf'a_l =ﬁy§f(z)dz
C
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Par conséquent, nous avons, pour une seule singularité zy :

%f(z)dz =2mi-a-; =2mi-Rés(f(z);z=zp)
C

Le calcul se fait différemment selon que la singularité zy est un pdle ou une singu-
larité essentielle.
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8.1 Calcul du résidu pour un pole

Théoreme 8.1. Si zy est un pdle d’ordre m alors

1 m—1

= lim
(m-=1)" z—z dzm"!

(z2—20)" f(2)

a—

Notons que si zg est un pdle d’ordre m =1 alors
a_1 = lim (z - zp) f(2).
Z— 20

Preuve. Puisque zj est un pdle d’ordre m alors la série de Laurent devient

- a_m a_m+1 .o a_l — .o
J@ = g ez (e—zg T @lEm2)
(z-20)"f(2) = G-m+a_m1(z—20)+-a_s(z—20)" > +a_1(z—2z9)™" '+ ag(z— 20)"

+a1(z—zo)m+1 + ..

Ainsi en dérivant de facon successive, nous avons :

1

0 A_ms1+(M=2)a_p(z—20)" > +(m—-1a_1(z—z9)"?

((Z_Zo)mf(z))

+mag(z—z0)™ '+ (m+Day(z—2z9) ™+
2

= (m=2)(m=3)a_s(z-20)" * + (m-1)(m-2)a_1(z - z9)">

((Z—ZO)mf(Z))

+mm—-1 ap(z—z9)" 2+ m+1)may(z—z9)" " +---
3

= et (m=2)(m-3)(m—-4)a_s(z—z9)™°

((Z—ZO)mf(Z))

+m-1)(m-2)(m-3)a_,(z—zo)™*

+m(m—1)(m—2) ap(z—20)" >+ (m+1)m(m—1Day(z—29)™ 2 +--

m-1

—((z—ZO)mf(Z))

dzm—l

(m=1)a_, +mlag(z—z) +---

Par conséquent

m-1
lim ——
z— 2y dzm—l

((z— z@)'”f(Z)) =(m-Dla_,
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a—

1 dm—l

= lim
(m—-1)z—z dzm"!
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Exemple 8.1. La fonction f(z) = m possede deux singularités en zg =

1 et zy = —1 qui sont respectivement des pdles d’ordre 1 et 2. Ainsi le résidu pour
chacune des singularités est :

e Pour zp=1

Rés(F@.2=1) = — L 1im 4 (e-1'——— )‘l
s@z=0=qim gV ) Ta
e Pour z; =-1

) IS S 2 z —m A2 oL
Rés(f(2),z= 1)_(2_1)!Z1LII_11dZ[(Z+1) (Z_l)(z+1)2]_zllr£11dz z—1] 4
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8.2 Calcul d’un résidu a I’aide de la série de Laurent

La technique consiste a développer la fonction f(z) en série de Laurent et de
déduire la valeur du coefficient a_;. Cette technique est valable autant pour un pdle
que pour une singularité essentielle.

Exemples
. . 1 . . ., .
1. Le résidu de la fonction f(z) = ze=, au point zy = 0 (singularité essentielle),
1
est — car
2
1 1
ze ozl — b —— e, 0<|zl<oo
2z 3122
Donc
1 1 !
-—=— 5]5 zez dz
2 2mi
lz]=1

2. Le résidu de la fonction f(z) = M, au point zg = 0 (pole d’ordre 2), est

23
0 car
sin(z) 1 i (-D"z2nt i (-1)"z2"2
B B2 en+l) o @2n+l)
_11
2 06
3, .2
+z°4+2z+1
3. Le résidu la fonction f(z) = (z"+2 2+ 1)cos(n Z), au point zg =1
(z—1)(z-2)
(pole d’ordre 1), est 5 car
1 . at! 1 (Z3+ 22 +22z+1)cos(n z)
a_y = lim (z—1) =5
(1-1)! z=1dzl"! (z—1)(z-2)

Théoreme 8.2. Théoréme des résidus
Supposons que f(z) soit analytique a l'intérieur et sur une courbe fermée C, sauf
aux points zi, 22,23, ..., 2y qui sont des singularités isolées. Alors

n

ygf(z)dz =2mi-) Rés(f(2);z2=2z;)
i=1

C

Preuve. Soit

88



I'=CuCiuCy---ugCy,

Considérons le domaine a I'intérieur de C pour lequel on enleve tous les do-
maines entourant les singularités. Par conséquent la fonction f(z) est analytique a
Iintérieur de I et sur la frontiere de I'. Ainsi nous avons par le théoréme de Cauchy

ygf(z)dz
T

ygf(Z)dZ— > ?gf(z) dz
/ =1

ygf(z)dz— Z 2miRés(f(z);z = zy).
k=1
C

o
Il

27w Z Rés(f(2);z= zg).

donc 55 f2)dz
C

k=1
O
, 1
Exemple 8.2. Evaluez I = yg— dz, ou C estle cercle :
z(z—1)(z—3)
C

a) |lz|=2

b) |z| =4.
Solution

Les singularités de la fonction

1

&= 03

sont :zg=0,z1 =1,z =3 ( tous des pdles d’ordre 1)
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a) Pour le cercle |z| =2, il y a seulement zy et z, qui sont a l’'intérieur du
cercle. Donc

1 T
2mwi- | Rés(————;20=0)+Rés(————;z1=1|=——1i
. z(z—1)(z-3) o z(z—1)(z-3) ) 3
- 1 - 1
= ity limz—o z(z(:)o()zl-s) = § = iy lim— z(z(i)1<)z1—3) = _5
b) Pour |z| =4, la singularité z, = 3 vient s ajouter. Donc
.1 -1 3 1
I=27i- [—+(—)+Res(—;z2 ~3] =0
3 2 z2(z—1)(z—-3)

-3 _
z(z-1)(z-3) —

| =

__ 1 g
=0T lim,_3

tan(z)

Exemple 8.3. Evaluez I = yﬂi —_—
z(z—-3)
|z|=2
Solution

La singularité zy = 0 est a rejeter car c’est une singularité apparente puisque

tan(z .
lim (2) =1 existe.

z—0 z

Ainsi nous n’avons que la singularité z) = 3 qui est un pole d’ordre 1.
Par contre, comme

tan(z) sin(z)
f(z)= = ,
z(z—-3) cos(z)z(z-3)
Les singularités sont
b4
zp =3,et J_rE+2kn,k€Z

En retenant que les singularités a ’intérieur du cercle |z| = 2, nous n’avons que

0=, =2
0 — 27 1— 2
Ces singularité sont tous des poles d’ordre 1 car
o Pourzg=7%
Rés(f(2) | L d-! [(z— %) tan(z)
és(f(z2):z2=2z im
! 0 (I-Dle—2dz"' |  z(z-3)
. (=7 1 1 b3 1 T3
= lim [-— 2+ D+ D
z—2 z(z—-3) (z—-3) 3 2" 45 2
_ -4
© m2-6m
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o Pourzi=-7%

Ré n LIt d'! [(z-9' tan(a)
és(f(z):z= 2) = (1_1)!23% dzl-1 2(z-3)
(z—3%) 1 1 1
= lim 2 [— = +—(Z—£)+_(Z_z)3+"']
z—-2 z(z—3) (z—3) 3 2" 45 2
B —4
© m2+6m
(z+%)1 tan(z) ~~ (z+7%) 1 1 T 1 T3 -4
m —=———=1im [— (et o)+ —(2+7) +] == #0
-1 z2(z-3) ~12(z-3) | (z+Z%) 37 2" 457 2 2 + 67
Par conséquent

I1=2nmi

-4 -4 ]_ 1671

+
2 —6n w467 -12+36

La notion de résidus permet également de calculer la valeur de certaines inté-
grales.

Exemple 8.4. Par la méthode des résidus, nous savons que

1 .
% Z-D dz=mi

|z—1]=1

En paramétrisant le cercle, nous avons

z0) = 1+1-¢'°

dz = ie%do

2 = Q+ef?=1+26"0+¢%°
z2-1 = ei0(2+ei9)

Ainsi nous avons

27 - i0 2m : —-i6
2
mi = §1§ LS de):gg P_@re )
o elf2+eil) 0 (2+eif) (2+e7i0)

~ [?"2+cos(@) —i sin(®)
i do
0 5+4cos(f)

2 2n .
; yg 2+ cos(0) d6+y§ sin(6) 40
o 5S+4cos(0) o b5+4cos(9)
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Par comparaison des parties réelles et imaginaires, nous obtenons

2n 2n :
yg 2 +cos(0) 40 = ot yg sin(6) 40 =
o H+4cos(@) o 5S+4cos(@)
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