8.3 Application des résidus au calcul des intégrales réelles

8.3.1 Intégrales trigonométriques

On considere des intégrales de la forme

21
/ F(sin(0), cos(0)) db
0

Posons z = e!? d’ot z7! = e~ Par conséquent, nous savons par la formule d’Eu-

ler que
) 0_g=i0  5_z-1 el v o710 Z4 7
sin(0) = - = - et cos(0) = =
21 21 2 2

1

De plus, lorsque 0 < 0 < 27, alors e’? décrit un cercle de rayon 1 centré i I’ origine.

On a donc
z—z1 z+z71 dz

2i 2 iz

27
/ F(sin(0), cos(0)) dO :55 F(
0 |z]=1

On peut donc évaluer cette derniere intégrale a I’aide des résidus.

1

21
E le 8.5. Eval = —_—
xemple valuez J /0 > 1 cos0)

Solution

z+z7!

. d
Puisque cos(0) = v z=e% > dz=ie?do — do = —Z alors
iz

yg 1 dz i9§ 1 J
S S N z
lzl=1 z+z7! lzl=1 22 +1
2z+ (—)
2

2+ (22 2

1
lz|=1 & +4z+1

~
Il

Puisque

1

= ol z;=-2+V3etz,=-2-V3
Z24+4z+1 (z—2z1)(z—29) ! 2

fl@)=

Notons que les singularités z, et zy sont des poles d’ordre 1 de f.
Parmi ces singularités seule zy est situé a l'intérieur du cercle |z| =1 . Ainsi
an 21

. 1 . s B _ . 1 B B
]— —21 %z|:1 m dz = —21'(27Tl'ReS(f,Z = Zl)) = 4”Zh—>n;1 (Z—Zl) f(Z) = -2 = E
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8.3.2 Intégrales du type / f(x)dx

Hypotheses de base :
e On suppose que f(z) n’a pas de singularité sur 1’axe réel ;
¢ Que f(z) possede un nombre fini de singularités, notée zj, dans le plan

complexe;
e Que ‘ flz)| < B ou k > 0 est une constante, pour |z| assez grand.
z
Alors
(o0}
/ fx)dx=2mi Z Rés(f(2);z=zx)
—00 Im(zr)>0
Démonstration.
Etapes :

1. Soit une courbe fermée C composée d’un segment [—R, R] avec R € R et d’un
demi-cercle de rayon R, noté Cg, et orienté positivement telle qu’illustrée a la fi-
gure suivante.

Im(z)

> ™ Rel(2)

2. Remplacer x par z dans f(x) pour obtenir f(z).
3. En sachant que

%f(z) dz :/[ R Rl f(2)dz+ f(2)dz
o) -1 Cr

segment
~——
@ Ici z=x+i-0

développer (D en utilisant le résultat :

ygf(z)dz = 2ni'ZRés(f(z);z=z,~)

i=1
C
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En prenant la limite de chaque c6té de I’équation, nous avons

R
lim ygf(z) dz = lim / fx)dx+ lim f(2)dz (8.3.1)
R—o0 R—o0 _R R—o00 Cr
C N v 4
\—,—J 00 d
$f(z)dz [ oz
C

k .
4) En utilisant I’hypothese | f (z)| < 2 et le fait que sur la courbe Cg, on a z = Re'?
z

alors
n . .
/f(z)dz = / f(Re®)iRe™ do
Cr 0=0
T[ . . n . .
:>’ f(z)dz| - | f(Re’a)iRe‘0d6|s/ If(Re'®)| |i|R|e®| dO
Cr 6=0 0=0
/4
=0 R? R
Ainsi lim flzydz = 0
R—o0 Cr

5) En remplacant la valeur des termes, nous obtenons

/ fx)dx=2ni)_ Rés(f(2),z=z) ot Im(zy) >0
—00 k=1

Remarque Si le demi disque est dans le plan inférieur alors

/ fx)dx= -2mi Y Rés(f(2);z=1zk)

Im(zx)<0

o0
1
Exemple 8.6. Calculez /_ mm dx
Solution
Etapes :
1) Considérons courbe C = [—R, R] U Cg telle qu’illustrée a la figure ci-haute.

2) Puisque f(x) = 3 alors en remplacant x par z, on obtient :

(1+x2)
~ 1 ~ 1
1+2z2)3 (z—-D(z+1)3 (z-0)3(z+1)3

fl@)=

Notons que les singularités de f(z) sont z) =i et zp = —i (poles d’ordre m = 3)
3) Puisque la courbe C est fermée et que la fonction f(z) posséde seulement une
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singularité (zy = i) a Uintérieur de C alors en vertu du théoreme des résidus, nous
avons

i=1

n=1
ygf(z)dz 27wl Z Rés(f(z);z=2z))=2mi-Rés(f(z);z=1)
c

) 1 ) m—1 m
= 2711-(m_l)!zanledzm_l((z—zl) f(z)) etavecm=3
3-1 s 1
R li PN
T B d T ((Z D (z—i)3(z+i)3)

3
= -7

8

Ainsi par la relation (8.3.1), nous avons :

J

00 1 1
= T .2 1 1+ .23
%f(Z) az /—oo (1+x2)3 dx+R1_II)1° Cr (1+2%)° o
. N

~~

; ®

T

o w

4) Evaluons @ a aide de I'inégalité M L
Puisque

1 1 1 1
OS(/CRdeF/CdeZF/CJm( |dz|:/CR |1+Zz‘3|dz\

or sur C, nous avons z = Re'? alors

dz = iRe'?do
ldz il IRI 1’| 1d6] = R dO
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Et par Uinégalité du triangle ||z1| — |z2|| < |z1 + 22| on a

2 2 2
||1|—|z|| < |1+z’s|1|+|z|
(S — ——
:’|z|2—1) LR
—_——
R2-1
D’ou ’R2—1| < |1+z2’
3 3
|R2—1| < |1+z2)
1 1
Ainsi 3 = 3
|R2—1| |1+z2’
1 1
alors 3 <= 3
‘1+z2‘ ’32—1‘
1 T RdO 7R _
0<lim [ ——|dz|< lim/ = fim ——— =0
R—oo [, 1+Z2‘ R—oc0 Jg=0 |R2_1‘ R—oo (R“—1)

5) Par conséquent

° 1 3
—“dx=—ﬂ
oo (14 x%) 8
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8.3.3 Intégrales de Fourier

Définition 8.1. Une intégrale est dite intégrale de Fourier lorsqu’elle est de la

forme
/ g(z) e’ %“ dz

(e.o]

Ces intégrales apparaissent dans la transformée de Fourier que nous étudierons
plus loin.

On suppose que a > 0 et que g(z) a un nombre fini de singularités dans le
plan complexe et aucune singularité sur 1’axe réel. On suppose également que
lim g(z)=0.

|z|—o0

Théoréme 8.3. (Lemme de Jordan)
Soit Cg le demi-cercle défini par |z| = R et tel que 0 < arg(z) <.

Si lim g(z)=0et a>0alors
|z]—00

lim g(2) el dz=0
R—o0 |Z|:R

Preuve. Puisque nous avons une courbe Cg avec |z| = R et 0 < arg(z) < m, cela
signifie que nous avons un demi-cercle de rayon R tel qu’illustré a la figure suivante

Im(z)
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De plus, en observant le graphique ci-dessous

2
1.5 ne
'
sin(0)
0.5
0
0 T T T T
z ®m 3% ®m S5m 3m 71 =@
8 4 8 2 8 4 8
]
on constate que
. 20 /4
sin(f) = — pour0<6 < 2
b2

Ainsi puisque z appartient au demi-cercle, nous avons z = R e‘? alors

|eiaz| |eiaReiH|
|eiaR[cos(0)+isin(9)]| — |ei aRcos(0) | . |e—aRsin(9)|
=1
1 1

- <
eaRsin(6) e“R%

SR
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Donc

b4 . )
lim ‘/ g(z) ' 4# dz‘ < lim/ ‘g(Re’g)Hel“Rew iRe’9|d0.
R—o0 |Z|:R R—o0 0
= =az
. 20
T 1 2 —aR—
< limeR/ 7 a0 <2¢ limR/ e T do
R—o0 0 eaR; R—o00 0
. T7e 1
= lim —|[1- ]
R—oco a eaR
=0
O
Exemple 8.7. Montrez que
 cos(x b4 X sin(x
/ # dx =— et / # dx=0
oo X7 t+1 e —eoXc+1

Indice : Utilisez la relation ' * = cos(ax) + i sin(ax)
Cet exercice sera fait en TD
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