Chapitre 17

Transformée de Fourier

La transformée de Fourier est une généralisation de la théorie des séries de
Fourier aux signaux non périodiques. Elle permet de mettre en oeuvre I'idée qu’ a
un signal temporel f(t), on fait correspondre le signal fréquentiel f(w) .

De plus, la transformée de Fourier sert a résoudre : des équations différentielles,
des équations aux dérivées partielles ou des équations de convolution, qu’elle trans-
forme en équations algébriques.

17.1 Transformée de Fourier

Définition 17.1. La transformée de Fourier d’une fonction f(t) sur l'intervalle
—00 < t < 00 est une fonction notée & (f(t)) ou f(w) et définie par

déf

f(w)=9(f(t))=\/%/_ooe‘i‘”f(t) dt, weR

Note :
o La constante 27 peut différer selon certains ouvrages.
o Dans le domaine électrique :

w = 2n f ou fest la fréquence (Hz) et w (rad/sec) la pulsation.

(f est parfois notée v)

1
= 2 n? ou T est la période

o La courbe y = |f(w)| est appelée le spectre de f et on démontrera que
lim |f(w)|=0.
|w|]—o00
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Autres définitions de la Transformée de Fourier

# Définition f=2®m f=21hH
1 En fréquence : v f(v):/ eiiZ””f(t)dt f(t):/ eiz’”tf(v) dv
2 En pulsation : @ fw) :/ e it fde f= %/ e fw) do

3 | Symétrique en pulsation : w

e vt f(ndr

1 oA
f(t)=\/?/ ! flw) do
T J-c0

Conditions d’existence :

Pour qu’une fonction f(t) posseéde une transformée de Fourier, il est suffisant (
mais non nécessaire) que les conditions suivantes soient respectées :

C.1. la fonction f(#) soit bornée sur I’intervalle ] — oo, 00[;
C.2. la fonction f(f) soit absolument intégrable sur I’intervalle | — oo, 00].

C’est-a-dire

N

1f(O)] dt < oo.

(£LY(R) : espace de Lebesgue)

C.3. la fonction f(¢#) possede un nombre fini de discontinuités dans le cas ou

f est discontinue.

Exemple 17.1. La fonction f(t) =

e bornée car

2 définie Vt €] -

1 1
0l=|—s|=—5 =1
Fl 1+221 1+1¢2
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00,00[ est :




o Absolument intégrable car :

/ If(t)ldt:/ 5 dt:2/ dt=2 lim [arctan(t)] =7 < 00;
_ —eo 1+ T 0 1+ £2 m—oo 0

o0

o continue car f est définie V't €] — oo, 00l.
Conclusion : la T'F. de f existe.

Remarque : Pour la fonction continue f(f) = A, (une constante), définie
V't €] —oo,00], la condition C2 n’est pas vérifiée car

(o)
/ Adt=o00 (Donc ’intégrale diverge)

Par contre, on peut trouver sa transformée de Fourier en utilisant 1’approximation
suivante : () = Ae~€!! car en prenant € — 0 alors f (1) — A.
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f(w):g(f(t)) L/ e—ithe—gmdt

o0
- / e(—iw+e)t dt+/ e(—iw—e)t dt]
27 —00 0

A e(—iw+e)t 0 e(—iw—e)t m
o7 | Too (—iw + ) li=m T oo (—iw —e) lo
A 1 e(—iw+e)m e(—iw—e)m 1

= ——| lim ( ; - )+ lim ( - T )]
2 |m—-o\(—iw+€) (—iw+e)) m—oo\(—iw—-€) (—iw—¢€)
A 1 1

Vor l(iw+e) (—iw—e€)
A 1 N 1
Ve l(—iw+e) (iw+e)
A
V2r

B (iw+e)+(—iw +e€) B A 2€
- €2 + w? V27 €2+ w?
A
= —6(w)
V2r
car lorsque € — 0, alors f (w) devient une impulsion de Dirac. C’est-a-dire
€

lim|———|=
el—I:I(l) €2 +w? ] 5(60)

A
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Propriétés de la transformée de Fourier.

P.1 Linéarité : F(af(H+bg)=aF(f(1)+bF(g)

Preuve

Flaf()+bgD)

\/%_n/ [af(h+bg®] e dt
= a\/%/ f(t)e_““tdt+b—/ gne@ldr
T J-co

F(f(1) Fg(n)
= aZ(fO)+bF(g)

1 .
P.2 Changement d’échelle : Z( f(at)) = ﬂf(g), pour a # 0.
al” a
Preuve
Considérons a # 0. Ainsi
dy

1 o0 . y
F( (at)):—/ (at) e '®"dt. Enposant ar=y=>t===>dt=—
Tam=Tz ).t P ST T

nous avons :
e pour a > 0, nous avons a = |al, donc

F(flar) = —/ flat) e '@t dt,
= i )yd
Ialm/ Je e dy
)
f(z)
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¢ pour a < 0, nous avons —a = |al, donc

\/—_n/_oof(dl') e_i‘“dt,

_ 11 e f( )e—iwld
v IRA y

1 1 * i
= ———/ fpeivsdy
y

21 =—00

— i(% Y d
lalx/ﬁ/ fpe =T dy

F(flan)

—_
a)
6l

f
En résumé, nous avons
F(fan =~ F £0
at))=—f(—), poura#0.
lal” a pou

Ainsi lorsque I’on contracte un signal dans le domaine temporel, on le dilate
dans le domaine fréquentiel et inversement.
P.3 Transposition : Z(f(-1)) = f(-w)

Preuve
Par la propriété P.2 avec a = —1, nous obtenons

F(f(-1) = f(-w)

P.4 Translation : F(f(t—1y) = e ‘“OF(f(1)

Preuve
m .
F(ft—ty)= = —/ flt—ty) e '®"dt, posons u=t—ty=>t=u+ty=>dt=du
1 = (Ut 1y)
= (w) e~ @+l gy
VZﬂ/—oof
. 1 00 )
= e @b ____ / fw)e ' du (ici u est une variable muette)
3‘“(}(@0)
D’ou

F(f(t—tp) =e 'O (f(1)
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P.5 Conjugaison Soit f* (1) la conjuguée de f(¢) alors

F( o) =(Fw)

Preuve
1 o ot
F(fr@) = —/ (et dr,
f \/27’[ —oof
_ 1 [ viot 3\ _ (L [ e A :
_ (E/mf(t)e dt| —(ﬁ/mf(t)e d{) = (fw),
=f(-w)
Exemple 17.2. Trouvez la T Fourier de la fonction
! si |t]<a, aceR"
f(t)_{o si |tl>a,
Solution En appliquant la définition de la T.F., nous avons
A 1 ¢ iwt
(w) = —/ l-e dat
f \/27T —-a
1 [ 0
= — 1- [cos(wt)—isin(wt t
\/27’[/—(1 [ 724{
paire
2 a
= — cos(wt)dt
\/271/0

\/Z sin(a w)
/4 w

Résumé : faire le graphique de f(#) et f ().
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f(t) avec T=1

1.4

0.8

0.6

-0.4 -0.2 0
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17.2 Transformée de Fourier sinus et cosinus

En substituant 8 = —w ¢, dans la formule d’Euler

nous obtenons :

Ainsi

0

=cos(0) + i sin(0),

~lOt = cos(w t) — i sin(w ).

1. Si f(#) est une fonction paire : f(f) = f(—1)

alors

flw)

1 © ot

— He t“tdr
V27T/—oof()e

\/%/_oof(t) [cos(wt)—isin(wt)] dt

%/_wﬁgwdt_i%/_w& Sin(a). dt

paire paire paire’impaire
[ —
paire impaire
2 o0
—/ f(t) cos(w ) dt
V21 Jo

\/?/ f(t) cos(wt) dt
T Jo

Définition 17.2. La transformée de Fourier cosinus d’une fonction paire
[ (&) sur Uintervalle —oo < t < 0o est une fonction notée f.(w) et définie par

fc(w)dzéf\/g/ f(t) cos(wr) dt
0

2. Si f(t) est une fonction impaire : f(—t) = —f (1)
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alors

flw)

I A ot
e —— He ' dr
\/27’[ /—oof( )e

\/%/_oof(t) [cos(w t) —i sin(w 1)] dt
00 0

t)dt—i\/%_n/_oo 1:(2 sin(wt) dt

impaire impaire
[ —
paire

impaire

-] — f() sin(wt) dt

21 Jo

NV .

—i —/ f() sin(w?) dt
T Jo

Définition 17.3. La transformée de Fourier sinus d’une fonction impaire
f(&) sur Uintervalle —oo < t < oo est une fonction notée fs(w) et qui est
définie par

fs() dzéf\/g/ f(r) sin(wt) drt (sans le terme -i)
0
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17.3 Transformée de Fourier inverse

Schématiquement, nous avons :

Z(f0)

e TN
f® fl
‘x /
f(w)

Théoreéme 17.1. (Théoreme de Fourier inverse)

(o0}
Supposons que / ‘f(t)| dt converge et que f(t) et f'(t) soient continues par

morceaux dans [ ’inte_rvalle ] —oco,00l. Alors la transformée inverse de f(t), notée
ZF 7 f(w)) est définie par :

l(f(a))) déf 12”/ f»(w) eiwt dw

Remarque :

f(), si testun point de continuité

1,7 1 /°° A ot
(fw) = — (W) et dw =
! V271 _oof fuH+f)

5 si testun point de discontinuité

Preuve (Idée seulement).

Notons tout d’abord que si g est intégrale au sens de Riemann sur I’intervalle
] —o0,00[, alors 1’aire sous la courbe est :

lim Y zg(”T”)z/ g() dw

L—00, "0 L

Mettre la figure ici
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Considérons maintenant f(£) comme étant périodique, de période p =2 L, avec
L — oco. Nous avons alors

.nmt

nnu
l

0o L _
f=Y e L,  on cnzi/ fwe L du
-L

n=-00

En remplacant c,, dans f(t), nous avons :

nou nmt

(o] 1 L —1 1
f(t)=_z_: ﬂ/Lf(u)e L dule L

En multipliant la dernieére expression en haut et en bas par 7 , nous avons :

L nn(t—uw
R Y/ du
f(t)_ZHn:Z'ooL 7Lf(u)e

v

=g(w)

Donc en prenant la limite de chaque coté de cette derniere expression, nous avons

) inn(t—u)
o0 T {o0) -
= — i — L
U ZJTLh—»nolon:Z_ooL/_oof(u) ¢ du
nn(t—uw
1 o0 o0 ] —
= —/ / fwe L du
27 )00 ) -0
nnu nnt
= i/w/oo - L dtel L du
= 5 _OOL_oof(u)e ‘
-V2nf(w)
= —;n/_oof(w)eiwtdw

17.4 Transformée de Fourier et intégrales particulieres.

Exemple 17.3. Soit la fonction

si |t|<a, aceR"
si |t >a,

f(t)={(1)

dont la transformée de Fourier est :

A B E sin(a w)
- £
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Appliquez le théoreme de Fourier inverse pour trouver la valeur de quelques inté-
grales.

Solution.
Par le théoréme de Fourier inverse, nous avons :

1 © /2 sin(aw) ;
f = _/ NERCONTIIn
V2T J)-co VT w
1 © /2 sin(aw) ..
= \/? — —[cos(wt)ﬂsm(w | dw
_ b4 w —_— —
T o \W_'/ paire impaire
paire
1/°° sin(a w) cos(w t)
= — dw
T ) w

dw=rm- f(1)

/°° sin(a w) cos(w t)

0o w

Analysons 2 situations : selon que t est un point de continuité ou non.
o Si t est un point de continuité alors

si |tl<a, aceR"
si |t]|>a,

b4
” dw—n-f(t)—{o

/°° sin(a w) cos(w 1)

Cas particulier :
Sia=1 et t =0, nous obtenons l’intégrale de Dirichlet :

/ sin(w) do =

o W

e Pour t = *+a qui sont des points de discontinuités, nous avons

=0 =

o . —~ ’_/;
/ sin(aw) cos(aw)dw:n fl@a)+fla) _z
—co w 2 2

—1?

Exemple 17.4. Calculez la transformée de Fourier de f(t) = e 2
Note : I’intégrale de Gauss est :

oo —(t+ii)2
/_e V2 dt=vn

(o9}
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Solution

Posons

flw)

e e 9l gy

I

t
— alors dt=vV?2 dt*
V2

L [® ) =iV2wt* ;-
— e dt
\/_/

o) —(t +l—)
—e 2/ v2© 4

L

t

§<
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Propriétés

P.1 Transformée d’une dérivée.
Si lim f(k)(t) =0avec 0 < k < n, alors
t—+o00

F(f" 1) = ()" fw)

Preuve (pour n = 1). Pour n > 1, il faut faire une démonstration par récurrence
(induction mathématique).

1 [ ,
9 It - /t —lwtdt
(') _anwf()e 1

En intégrant par parties
Ainsi, posons

{ u=e it dv=f'(r)dt
du=—-iwe ?ldr, v=f()

/ 1 —iwt]® 1 . * —-iw
F(f'@) = \/?[f(t)e t]t_ —\/?(—lw)/ fme'tde
T =—00 T —00
=0carf (t}:zst bornée = 2;f(w)
= ia)f(a))

O

En utilisant le principe d’induction (récurrence), nous pouvons démontrer pour le
cas général (pour n>1):

F (1) = (iw)" f (w)

P.2 Dérivée d’une transformée de Fourier

n

dw™

in

(f () = Z (" f(1)
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Preuve.

1 [® .
- (t) —lwtdt
\/27[/—oof ¢

1 * a" —-iwt
\/T_ﬂ/—oo f(I)W(e )dt

1 > i
_n\n_- tn (t) e—lwtdt
( l) ¥\/27T /—oo f .

F (" f(0)

1
F(t" f(1) Note : =

(="
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P.3 Symétrie

A

Si Z(f () = f(w) alors (en substituant w par ) nous avons
F(f (1) = f(-w)

Preuve.

f = \/%/ f) et ®tdw
T J—-o00

f(=t = \/%/ flw) e ®dw
T J-00

et en échangeant w part et t par w,nous obtenons
1 * ;
(~w) = —/ (e '“ldt
f N 1
I
= F(fw)

Exemple 17.5. Soit

1 si -1<t<l,
= { 0 si  sinon,
dont la T. Fourier est :
2 sin(w)
F(f() = \/j . .
b4 w

in(t
Trouvez la T. Fourier de g(t) = smt( ).

Solution.
F (@) = \E sin(®)
T w
—_———
=f)
Ainsi
f 2 sin(w)
F(fw) = g(\/; " ) w par t et en remplacant w par ¢
A 2 . t
=> F(f) = \/;g(smt( ))P'=3'f(—w)
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Donc

S(Sin)y jm
J( t )_ Ef(_w)
Calculons f(-w).

si -l=swx<l,
si sinon,

1
—-W) =
fea=1{
Ainsi en utilisant la fonction de Heaviside u(w — wg), nous avons :

flw)=ulw+1)-ulw-1)

Par conséquent I’expression (17.4.1) devient

F(g(1) = g(smt(t)) - \/g (u(w+ 1) - ulw— 1))

(17.4.1)

17.5 Identité de Parseval pour la transformée de Fourier

L’identité de Parseval permet de faire le lien entre 1’énergie d’un signal en
fonction du temps et I’énergie en fonction de la fréquence. Puisque la fréquence et
le temps sont deux domaines qui permettent de décrire completement un signal, il
faut que I’énergie totale soit la mé&me dans les deux domaines. Cette identité est :

E:/ If(t)lzdt=/ |f(@)? do

(o] (o9}
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Preuve.

) .
t - - +1wtd
f@ m/w:_oof(w)e w
(fen* = \/%_n w:_oo(f(w))*e—"wdw
fOF@* = \/% w:_oof(t)(f(w))*e_“”dw
(o8} (o} 1 (o)} R .
Hfe)* de = — t *e l9ldw|dt
/t:_oof()(f( ) /t:_oo[\/ﬁ/:_oof()(f(w)) e dw
=|f(0)1?
00 R 1 00 )
= (flw)* —— (1) e *“'drdw (apres permutation des bornes)
oo g o apresp
=f)
= / (f)* f() do
w=—o00 —————~—"
=If (@)
/ If(OPdt = / |f () do
t=—00 w=—00

O

D’un point de vue mathématique, I’identité de Parseval permet de trouver la valeur
numérique d’une intégrale compliquée. Ainsi

Exemple 17.6. Soit la fonction

1 si |tl<a, aeR"

f(”:{o si |t|>a,

dont la transformée de Fourier f(w) est

N 2 sin(aw)

En utilisant ’identité de Parseval nous avons :

/ If (D1 dt / If()? dw

v N v
v~ v~

=2a
oq = / _(Sln(aw)) do
oo TT w

o0
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Par conséquent, avec a =1, nous obtenons

/oo (sirziw) )zdw =7

(e.o]

17.6 Transformée de Fourier d’un produit de convolution

Théoreme 17.2. (Théoreme de convolution)
Considérons deux fonctions f(t) et g(t) dont le produit de convolution (f * g)(t)
existe. Alors

F(f+g) =Venr ZF(f) F(g

Preuve.

F(f*g (f*g) ) e 'tdt

1 (e o]
V2n /t:—oo

1 (0, 0) o0
e
T Jt=—0c0 T=—00
- %/ / fgt—1)dre !t dr
V&ll Jt=—00J t=—00
1 (o, 0) o0 A
= - d t— —lwtdl.
). e e

et en posant le changement de variable y=t—-17 —dt=dy
[e.0]

1 oo .
= E/ f@) dr/ gy) e W gy
=—00 y=—00

1 o0 . o0 3
= E/:_oof(r)e"‘” dr [/:_oog(y) e_“"ydy}

1 0 , 1 ,
— - —iwT g > _/ ~iwy g
Q/ﬁ/:_oof(”e |V Ve gwe "rdy

y=-00

e—iwt dt

N

| F(f) F(g)
F(f+xg) = Vorn F(f) F(g)
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17.7 Peigne de Dirac

Concretement, le peigne de Dirac (ou train d’impulsions) permet d’échantion-
ner un signal analogique afin de le convertir en un signal numérique.
Mathématiquement, le peigne de Dirac est une distribution, notée fr(t), qui est
définie par

déf

fro= ) 6@-kT)

k=-—00
ou T est un nombre positif. Ce peigne est représenté ci-dessous.
o(1)

o(t+ 1) o(t—-1) 6(t—kT)

Notons que :

Fr(n = +oo sit=kT oukeZ
Y=o autrement

Cette distribution périodique est particulierement utile dans les problemes d’échan-
tillonnage, lors du remplacement d’une fonction continue par une suite de valeurs
de la fonction séparées par un pas de temps T (voir Théoréeme d’échantillonnage
de Nyquist-Shannon).

Une propriété importante du peigne de Dirac stipule que si nous lui appliquons
la transformée de Fourier alors nous obtenons un autre peigne de Dirac. Précisé-
ment

V2m

F(fr(0) = T

fax (w) ol ZF(fr(p) signifie fr(w)

Preuve.
La preuve se fait en calculant la transformée et la série de Fourier et en concluant.
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 Calcul de la Transformée de Fourier du peigne de Dirac.
En appliquant la transformée de Fourier d’une fonction f(#) qui est :

R 1 0o ot
= — He "t
fw) T /_oof( )e

nous avons :
frw) =ZF(fr(0) L /Oo f S(t—kTe '®ldt
T T Vo oo =
1 S *© .
= — ) S(t—kTe ' “'dt
2n k=—o00/ —00
o0
et en utilisant la propriété / 6(t—tp) f(t) dt = f(tp),nous obtenons
-0

o0
1 e—iwkT

27 k="o0
En posant k* = —k

_ _Xo“oeﬂ'wk*TEL i ook T

2T =00 27 =0
Comme k*est un indice muet alors
o 1 ) kT
frlo)=F(fr(t) = — e'”
V2n k:z_:oo

SF(t) forme exponentielle

o Calcul de la série de Fourier (forme exponentielle) du peigne de Dirac.
Considérons la fonction

for ) =6(w), —L<w< L, périodique, de période 2L
-~

=T

O(w)

¥
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Notons que le peigne de Dirac fr(w) est effectivement obtenu en prenant

T

L=1.

0(w)
[

0w+ T)

Olw-T)

Le développement en série de Fourier (forme exponentielle) de for (w) est

o0 i
Hrw =) ce

k=

C’est-a-dire

knw L knw
— 1 —i— 1
L ou ck:—/ o(w)e L dow=—
oo 2L J_; 2L
w)=— e L
for(w) oL 2

/4
e En posant L= 7> nous obtenons

Par conséquent

f27n (w)

Vo
T

fr@) = == fu ().



AIDE-MEMOIRE

PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER

f(w)=37(f(r))d:éf\/%/ e £(1) dr, weR
T J-co

P.1 Linéarité : F(a f(t)+bg()=aF(f()+bZF(g(1)
P.2 Changement d’échelle : Z(f(at) = %f(%) pour a #0
P.3 Transposition : F(f(-1)) = f (—w)
P4 Translation : F( f(t—ty) = e '“DF(f (1)
P.5 Conjugaison : Soit f*(¢) la conjuguée de f (1) alors
F( o) =(F-w)
P.6 Transformée d’une dérivée : Si tgrinoo f ®()=0avec0< k< n, alors

F (1) = (w)" flw)

P.7 Dérivée d’une transformée de Fourier

n

do”

l'l’l

(f () = F (" f(1)

P.8 Symétrie : Si Z(f(1)) = f(w) alors
F(f @) = f(-w)

P.9 Convolution : Z(f*g) = vV2n F(f) F(g

2 o
\/?fz;(w) ou F(fr(1)) signifie fr(w)

P.9 Peigne de Dirac : F(fr(1) =
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