Chapitre 11

Systemes linéaires continus et
discrets

Un systeme linéaire (le terme systéme étant pris au sens de 1’automatique, a

savoir un systeme dynamique) est un objet du monde matériel qui peut étre décrit
par des équations linéaires (équations linéaires différentielles ou aux différences),
ou encore qui obéit au principe de superposition : toute combinaison linéaire des
variables de ce systéme est encore une variable de ce systeme.
Les systemes non linéaires sont plus difficiles a étudier que les systemes linéaires.
Néanmoins, en linéarisant (quand c’est possible) un syst¢eme non linéaire autour
d’un point d’équilibre ou d’une trajectoire, on obtient un systeéme linéaire qui re-
présente correctement le systeme non linéaire au voisinage de ce point d’équilibre
ou de cette trajectoire.

1.2.2) Commande en boucle fermée

Pour régler le niveau on doit agir sur l'organe de réglage

(la vanne) en fonction de I’écart entre la valeur désirée et

la valeur réelle:

€ compare ce que je veux
et ce que je regois

je comige jusqu *a ce que

H=100¢m

niveau H
Commande

du debit
4 9 Systéme de | d entrée
i P>  réglage
e —"-

objectif
H=100cm T

FIGURE 11.1: Systéme asservi
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Définition 11.1. Un systeme est un modéle mathématique d’un processus physique
qui relie un signal entrant (ou excitation) a un signal sortant (ou réponse).

Schématiquement, on représente un systeéme comme suit :

Systeme

Signal entrant Signal sortant

Fonction du systeme

y(®)
o h(p) B A

Plus abstraitement, un systeme est un opérateur 7: X — Y ou X et Y sont des
espaces de fonctions (de dimension infinie lorsqu’ils sont linéaires) et on note

T(x(®) = y(1) ou T(x(n) = y(n)
selon que le systeme est continu ou discret.

Définition 11.2. Un systéeme est dit linéaire si les deux conditions suivantes sont

vérifiées :
1. T (0) + x2(0)) = T(x1(8) + T(x2(2))
2. T(ax(t)=aT(x(1), VaeC.

Remarquons que de la condition 2. si x(t) =0, nous avons
T(a-0)=aT(0) < (a—1)T(0)=0= T(0) =0 car cette expression doit étre valable Va
En pratique, les 2 conditions se résument a vérifier que :
T(axi(t)+ Bx2(0) = aT(x1 (1) + BT (x2(1)) et qui soit valable Va,BeC
Exemple 11.1. Montrez que le systéme de différence avant suivant est linéaire :
T(x(8) =x(t+1)—x(1)
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Solution.

Ona
T (1)) = x1(t+1)—x1(8)
T(x2(0) = x2(t+1)—x2(2)
T(axi(D)+Px2(1) = [axi(t+1)+PBxa(t+1)] - [ax1(2) + Px2(1)]
= alx(E+D)-x O]+ Blxa(t+1) — x2(8)]
T(x:(1) T (x2(2)
= aT(x(0)+ BT (x2(1))

Définition 11.3. Un systéme linéaire est dit stationnaire (noté S.L.S.) (ou invariant
par translation) si la condition suivante est vérifiée :

T(x(t—1t) =yt —1ty), Vi eR
L origine des temps n’a pas d’importance. (une méme entrée appliquée a 2 ins-

tants diftérents provoque une méme réponse décalée d’autant).

Fonctions propres des S.L.S. en temps continu

Théoréme 11.1. Les fonctions e’!, t € R ou s € C est une constante, sont des fonc-
tions propres pour tous les S.L.S.

Remarque, en Algébre linéaire, nous avons AX = AX. Donc de facon similaire,
nous avons

x(t) — T(x(1)) = Ax(1)

Preuve.
Soit x(t) = e°t. Alors

Tx() = (x=*h( ou h est la réponse impulsionnelle du S.L.S.
= (h*x)(1) par commutativité
o0
= / h(m)x(t—1)dTt
-0

/ h(T)eS(t—T) dT

—00
o0
[ h(@)e " dr|e’
—00

—_—
=A(s)

As) e*! Ici A(s) est appelée la valeur propre
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11.1 Systemes linéaires stationnaires discrets

x(8) y(8)

A A

—1 7

=2T -T T 2T 3T---

Pour un SLS discret, I’entrée x(t) et la sortie y(¢) sont définies sur des valeurs
discretes

t=..,-3T,-2T,-T,0, T, 2T, 37, ...,nT,... ol ne”Z

Souvent, ces systemes apparaissent lorsqu’un signal continu est échantillonné, c’est-
a-dire qu’on considere les valeurs

--«;x(_ZT))x(_T)) x(o))x(T)yx(ZT)) x(3T),~.-et".,Y(—3T),)/(—2T),J/(—T),)/(O);y(T),y(ZT),-~-

En considérant x(n T), on peut supposer que T =1 et que le signal est échan-
tillonné en ¢ =...,-3,-2,-1,0,1,2,3,..., ce qui définit une suite de nombres x(n)
pour VneZ.

Exemple 11.2. Soit la fonction de Heaviside (fonction échelon) définie par

0, st t<0

ult) = { 1,si £20.

En posant t = nT et en prenant T = 1, nous avons la suite :

0, si n<0
1, si n=0.

x(n)=u(n) = {
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Exemple 11.3. Soit une impulsion 6(t) définie par

1, si t=0
o(t) = { 0, si t#0.

En posant t = nT et en prenant T =1, nous avons la suite :

1, si n=0
0, si n#0.

x(n)=6(n) = {
Dans le cas d’un SLS discret, la stationnarité s’exprime par
T(x(n—ng)) = y(n—no)
pour tout rng € Z avec ny fixé.

Dans la suite de ce chapitre, tous les systemes linéaires sont discrets.

Définition 11.4. Un systéme linéaire stationnaire (SLS) est initialement au repos
Si
x(n)=yn)=0 pour n <0.
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Exemple 11.4. Le systeme a retard.

Systeme
Signal entrant . | Signal sortant
x(n) . Tx(n)=x(n—m)oum>0
—_—
Ce systeme est linéaire car
T(x1(m) = xi(n—m)
T(x(m) = xo(n—m)
T((ax1+Bx2)(n) = (ax;+Px)(n—m)
= agcl(n—ml+ﬁgcg(n—mz
) =T ()
= aT((n)+PT(x2(n)
De plus, il est stationnaire car
Tx(n—-p)) = x(n—-p-m)

x((n-m)—p)=yn-p)
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11.2 Facons de calculer la réponse y(n) d’un SLS discret.

Soit le schéma-bloc :

Systeme
Signal entrant . . Signal sortant
x(n) T T(x(n)=y(n)
S e S =

Lorsque la sortie y(n) est définie récursivement par une équation, comme par
exemple :

{ y(n+1)-y(n) = x(n)
y(0) = 0.

il existe plusieurs fagons de trouver y(n).
o 1 facon. Par itérations.

Si:n=0 = y(1)-y(0) = x(0) = y(1) = x(0).
ey
n=1 = y@2)—-yd) =x(1) = y(2) = x(0) + x(1).
~~
=x(0)
n=2 = y3)- y@ =x2) = y(3) = x(0) + x(1) + x(2).
—~—
=x(0)+x(1)
D’ou X
ym) =) x()
i=0

 2¢ facon. En exprimant I’équation récursive sous la forme d’une équation dif-
férentielle. Pour cela, il faut connaitre certaines expressions des dérivées (
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obtenues par le dév. de Taylor) dont :

f(xo+Ax) — f(x0)

fl(x0) = A (11.2.1)
) =~ f(xo) — ]AC;xo - Ax)

Fllag) = fxo+ Ax;;){(xo - Ax)

Flxg) = flxo+Ax)— 2(]&(;;(;) + f(xo— Ax)

Ainsi en substituant f = y,Ax = 1,xp = n, dans I’expression ( 11.2.1), on
obtient

y(n+1)—yn) =x(n) < y':x(t) ou y=y(t)

Et comme cette équation différencielle est linéaire et non-homogene, la
solution générale non-homogene sera sous la forme

Yg-n—hom = Yg—hom t Vpart.

e 3¢ facon. Par un produit de convolution.(Voir plus loin )
e 4¢ facon. Par la transformée en Z.(Voir plus loin )

11.3 Réponse impulsionnelle d’un SLS discret
Définition 11.5. Lorsque le signal entrant x(n) est une impulsion 6(n) alors le

signal sortant T(0(n)) est appelé réponse impulsionnelle du systeme et est notée
hr(n) ou tout simplement h(n) s’il n’y a pas d’ambiguité.

schéma-bloc

5(n) T T(6(n)) =hr(n) = h(n)
—_— ——
h(n)
x(n) T(x(n)=yn)

128



La réponse impulsionnelle permet la représentation d’un systeéme en fonction
de son entrée et de sa sortie uniquement. Cette réponse impulsionnelle est en
quelque sorte la signature du systéme.

Dans un systéme SLS, la connaissance de la réponse impulsionnelle h(n) per-
met de calculer la réponse y(7n) a un signal en entré x(n) quelconque.

schéma-bloc

x(n) y(n)
—_— h(n) —

On se rappelle I’impulsion discrétisée d(n) qui est définie par :

1, si n—-k=0< n=k
0,si n—k#0 < n#k.

1, si n=0

otm = { 0, si n#0.

= on—-k)= {
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Considérons les valeurs discretes x(n) ou ne Z
. 'x(_z)y x(_l))x(o)) x(l); x(z)) e

Ici, il est important de remarquer que toute suite x(n) peut s’écrire sous la forme

o0

Y x(k)6(n-k)

k=—00

e x(=2)0(n—(-2)+x(-Dé(n—(-1)+x(0)6(n—-0)+x(1)d(n—1)---

x(n)

Vérification pour n=1:

x()=-x(-2) 6(1 - (-2))+x(—1) 6(1 — (—1)) +x(0) 6‘175—00) +x(1) 5(1_—01)+~~~ =x(1)

——
#0 #0
— — — —
=0 =0 =0 =1

Ainsi si T est un systeéme SLS, par linéarité, on a :

y(n) = T(x(n)
= 1( X xksm-h)
k=—00
= ) x(k)T©G(n-k)
k=-o00

Remarquons que par stationnarité (7'(x(n — ny)) = y(n—ng)) , on a

TOn—-k)= hr (n—-k)=h(n-k)
-

=h
(&)
La suite Z x(k) hr(n— k) est appelée le produit de convolution de x(n) et
k=-00
h(n) et noté
(x* h)(n)

Ce qui nous amene a la définition suivante.

Définition 11.6. Soir 2 suites f(n) et g(n) avec n € Z. Alors le produit de convo-
lution de ces 2 suites est :

o0

(fxgm= Y [flkgn-k

k=—00

130



Cas particulier :

Si { f(n)=0,si n<0 < f(k)=0si k<0
gn)=0,si n<0 < gn-k)=0si n-k<0 < k>n

alors
0 -1 n (o)
(f*g)n) = fk) g(n—k) = fk) gln—k)+ ) f(k) gln—k)+ f(k) gn—k)
kzz—oo k:z—oo“y" 1;) k:§+1 %6"
N _(Lr o ——
=0 . =0
-0
Donc

n
(f*g)m) =) f(k)gn—k)
k=0

Voici quelques formules utiles pour le produit de convolution.

k=1
) ik:n(n+1)
k=1 2
3 Z":kz_n(n+1)(2n+1)
=1 ?
n 1_ n+
4. Zak: a , azl
k=0 l-a
n n+1
-n-1
5 Zkak:a (an—n )+a, atl

=] (a-1)?
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Exemple 11.5. Calculez le produit de convolution des suites :

B 2" si n=0 o
fom- = {0, si n<0 = 27uln),
(Ici u(n) est la fonction de Heaviside)
n, si n=0 B
gl = { 0,si n<0 = nun)
Solution
[e.°] n
(f*xgm) = ) fkgn-k=> flkgn-k
k=-o00 k=0
n
= Y 2*(n-k)
k=0
n n
= n) 28- Y kot (et par les formules utiles 4 et 5)
k=0 k=0
1-2n+l 2" (p—1) +2
= 1-2 )-(o+ 2-1)2 )
(fxg)n) = 2"'-n-2
Ainsi

(f*8)n) = [?,1,4,11,26,57,120,---]

n=0
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Méthode tabulaire pour convoluer
(Voir photo ci-dessous)
Il s’agit de disposer les éléments des suites sur une ligne et une colonne puis

1. x,[n] = {1,2 -2} P2 x[n]={-1,2,0 1}
& o = t

%,[n] = {2, 0,(1} i X,[n] = {3, 1,0, -1}
Tw=o )

Y] = % [n] K xgln] = 2 L g = xRl agln] = 2

> M o) &12/906

FIGURE 11.2: Convolution

d’effectuer la multiplications des éléments 2 a 2. Par la suite on additionne tous les
éléments d’une méme fleche diagonale en commencant par la gauche et on reporte
ce résultat dans le vecteur suite

y(n) = (f * g)(n) = [résultat #1, résultat#2,---]

La position du n = 0 du résultat y(n) se fait en prenant I’intersection (ligne et
colonne) du n = 0 des suites f(n) et g(n). La position de la fleche diagonale indique
a quel endroit mettre le n =0 dans y(n) = (f * g)(n).

Exemple 11.6. Calculez le produit de convolution des suites :

fn) [%,2,4,8]

n=0

g(n) [?,1,2,3]

n=0

Solution :

(f*gm)= [(T) ,1,4,11,22,28,24]

n=0



Exemple 11.7. Calculez le produit de convolution des suites :

xz(n) = [2’0) }]

Solution :
y(n) = [2;4v_3) % )_2]

n=0
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