11.4 Causalité et stabilité

Définition 11.7. Un signal d’entré x(n) (on ne parle pas d’'un SLS) est appelé
causal si :

x(n)=0 pour n<O0.

Définition 11.8. Un SLS est appelé causal si la sortie y(n) ne dépend que des x(k)
avec k=n(ie:n—k=0). Ainsi, la réponse du systeme ne dépend pas du futur de
I’entrée.

Dans la relation d’entrée-sortie du systeme, la sortie a un instant donné ne
dépend que du passé et du présent (et non pas du futur) de ’entrée et de la sortie.
(Le futur étant défini a partir d’une échelle de temps t dans le sens — ).

Théoreme 11.2. La réponse impulsionnelle T(6(n)) = h(n) d’un SLS causal
satisfait a h(n) =0, pour n<O.

Preuve

Eétant donné que la sortie y(n) est obtenue en effectuant le produit de convo-
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lution (& * x)(n) alors nous avons

y(n) (h*x)(n)

o] -1 00

Y hK)x(n-k)= Y h(k)x(n-k+)_ hk) x(n-k)

k=—o00 k=—00 k=0

-+ P(=8)x(n = (=3) + h(=2)x(n = (=2) + h(-Dx(n= (=1))] +
N ot/ N o’ N ot/
=n+3>0 =n+2>0 =n+1>0

(h(O) x(n-0)+h()x(n-1+h2)x(n-2)+-- )

Ainsi on constate que y(n) est indépendant de x(k) pour k > n seulement si k(k) =
0 lorsque k < 0.
Conclusion. Lorsque n < k ,h(n) =0.

Définition 11.9. Un SLS est dit stable si le signal entrant x(n) est borné, alors le
signal sortant y(n) (réponse) sera également borné. Cela signifie qu’il existe des
constantes M et L telles que pour tout n

Si lx(n)|<=M = ly(nm)| <L

o0
Théoréme 11.3. Un SLS est stable si ) _ |h(k)| < oo.

k=—00
Preuve
Si [x(n)| = M pour tout n alors
lym)| = |(h*x)(n)
= | ¥ rxn-k|= ¥ h@llxn-0IsM Y [h@)]
k=-o0 k=00 k=-o00

o0
Ainsi, pour que |y(n)| < L, il faut que Z |h(k)| < oco.

k=—o00

11.5 Fonction de transfert d’un SLS discret

Considérons T un SLS et le signal entrant x(n) = z" ou z € C. Ainsi

Tm)=TE" = (e = Y. hKx(n-K= Y h®z"F=( Y hkz"r)s"

k=-00 k=—o00 k=—00

Posons=H(z)
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Alors, on a
T(z") = H(z) z"

Ceci montre que les z” sont des fonctions propres de T et que H(z) est la valeur

propre associée a z".

o0
Définition 11.10. La fonction H(z) = Z h(k)z~* est appelée fonction de trans-
k=-o00

fert d’'un SLS T.

Exemple 11.8. Trouvons la fonction de transfert de la réponse impulsionnelle 6 (n)
du SLS avec retard. Rappel : un systeme T est a retard lorsque

T(x(n) =x(n—m)

SLS avec retard

5(n) T(6(n) =6(n—m) 2 h(n)
—> T ———
x(n) T(x(n)=x(n-m)

alors la fonction de transfert H(z) est :

Hz)= Y hiz* =Y é(k—m)z_kzi(g)z_mzz_m, pour tout z € C\{0}.

k=-o00 k=-00 1

Exemple 11.9. Si T est le SLS avec une différence avant T (x(n)) = x(n+1) — x(n),

SLS avec différence avant

5(n) T@S(n) =6(m+1)—8(n) 2 hn)
e T —
x(n) T(x(n)=x(n+1)-x(n)
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alors en se rappelant que

1, si n=0 1,81 k=0
om = {0, sinzo. < OR= {0, si k#0
Hiz) = Y hiz*
k=-o00

_ i [5(k+ - 6(k)] K
k=-o00

= .y [5(—2+ 1) —5(—2)] P [5(—1 +1) —5(—1)] 2Dy [5(0+ 1-80) |27+
=0 =0 =1 =0 M

[6(1+1)—6(1)]z‘1+---
3

1 0

= lz -1z

= z-1, pourtoutzeC.
n

Exemple 11.10. Si T est le SLS sommateur T (x(n)) = Z x(k),

k=—00

SLS sommateur n

TGm)= ). 6m)=hn)

6(n) k=-00
—_— r —
x(n) T(x(n)) = Z x(k)
k=-00
Remarquons que
h(n) = Z o(n)=--+06(-2)+06(-D+000)+---+0(n)=1=u(n)
[t —_— Y —~~ ——
=0 =0 =1 =0
alors
H(z)= )_ h(k) z7k= > 1z7%= Ll == , si |z| > 1. (Série géo.)
k=—oco k=0 1—- &1
z



En pratique ,on appelle fonction de transfert H(z) d’un systeme discret ou
échantillonné, le rapport des transformées en z de la sortie Y (z) et de I’entrée X (z)
du systeme lorsque les conditions initiales sont nulles. C’est-a-dire

La transformée en Z est étudié dans le chapitre suivant.
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