Chapitre 1

Nombres complexes

Un peu d’histoire.

Lhistoire des nombres complexes com-
mence vers le milieu du xvi® siecle avec
une premiere apparition en 1545, dans
I’oeuvre de Cardan, d’une expression
contenant la racine carrée d’un nombre
négatif, nombre qu’il appelle sophisti-
qué. C’est Raphaél Bombelli qui met en
place les regles de calcul sur ces quan-
tités que I’on appelle alors impossibles
avant de leur donner le nom d’imagi-
naires.

Durant trois siécles, ces nombres sont
regardés avec méfiance, n’en étant pas
vraiment mais permettant des raccour-
cis intéressants tant en algebre que dans
la toute nouvelle branche du calcul infi-
nitésimal. Les mathématiciens du xviii®
siecle tentent avec audace de généraliser
les fonctions de la variable réelle a la variable imaginaire, tantot avec succes,
comme pour 1’exponentielle complexe, tantdt avec plus d’aléas, comme pour la
fonction racine n-ieme ou la fonction logarithme complexe.

FIGURE 1.1: Girolamo Cardano (1501
- 1576)

Durant la premiere moitié du xixe siecle se succedent les tentatives de 1égiti-
mation des nombres complexes comme représentation du plan, ensemble de po-
lyndmes ou structure algébrique définie sur des couples de réels. Cependant leur



utilité dans tous les domaines de 1’algebre et I’analyse et 1’ utilisation qu’en font les
physiciens, tant en optique que dans le domaine de I’électricité, en avaient déja fait
des outils essentiels des sciences mathématiques et physiques.

Dans I’histoire des nombres, Il a fallu une révolution mentale pour passer des
nombres rationnels aux nombres réels. Que dire, alors, du passage des réels a ces
<« imaginaires >>, ensuite appelés <« complexes >>, qui permettent de s’assurer
de I’existence de solutions de n’importe quelle équation algébrique a coefficients
réels A commencer par celle qui est a la fois ’'une des plus simples et des plus
infranchissables pour I’esprit :

Ultime tabou que d’affirmer I’existence de ce nombre i, initiale d’imaginaire,
dont le carré est —1! L’on doit a Leonhard Euler I’origine de la notation i (1777).



1.1 Classification des nombres

ol:

N = [D’ensemble des entiers naturels

Z = Tensemble des entiers relatifs

Q@ = VTlensemble des nombres rationnels : les nombres s’écrivant sous la forme p/q

R = Densemble des nombres réels

C = JI’ensemble des nombres complexes : a+ bi ( perte de la relation d’ordre totale : <,>)
H = TIensemble des quaternions: a+bi+cj+d k (perte de la commutativité)

0O = Tl’ensemble des octonions (perte de 1’associativité)

1.2 Nombre complexe

Un nombre complexe, noté z, est une expression de la forme z=x+iy ou x et
y sont réels et tel que i? = —1.



On écrit

Re(z), la partie réelle du nombre complexe z,

Im(z), la partie imaginaire de z.
Le conjugué de z = x+ iy, noté z ou z*, est définie par z=x—iy.

Notons qu’un nombre complexe z = x + i y est dit un nombre imaginaire pur
lorsque la partie réelle x est nulle.
Par exemple : i, -i et O sont des imaginaires purs.

1.3 Opération de base

En effectuant des opérations avec des nombres complexes nous pouvons pro-
céder de la méme facon qu’avec les nombres réels en tenant compte que i2 = —1.

1. Egalité : a+ib=c+id < a=cetb=d
2. Addition et soustraction: (a+ib)x(c+id)=(axtc)+i(bxd)

3. Multiplication : (a+ib)(c+id)=(ac—bd)+ (ad+ bo)i

a+ib B (a+ib)(c—id) B (ac+bd) . (bc—ad)

4. Division : = = +
ivision crid  Cride—id) - 2id? s a2

1.4 Propriétés de la conjuguée

Pl (z1+2) =21+ 72
P2 (z120) =z1 2

p3 (2)=24
22 22

P4 Pour tout 7 € N, nous avons : z”? = Z"



1.5 Plan complexe (diagramme d’Argand-Cauchy)

Im(z)

A

N ce z=x+1i
//\‘l),, y

<,
=y

.

> Re(z)
—_——
=X

Le corps des nombres complexes, noté C, est définie par
C={(x+iy):x,yeR}.

Le nombre r = /x% + y? s’appelle le module ( ou la valeur absolue) de z.
On écrit r=|z| .

1.6 Propriétés du module
P1 [z=|zl
P2 zz=|zl?

P3 |z1221 = |z1]| 23]



1.7 Inégalité du triangle

Soit z; et zp € C. Alors
o |z1+ 22| = |z1| + 20|

Avant-propos :
Soit

Alors z1

Z

2122

Re(z12p)

2122

Z2122+ 2122

-

D’otl Re(z12p)

Preuve.

Par la propriété P.2, nous avons

2
|Zl+Zg|

IA

|2

IA

Ainsi ’zl + 2

21

=x1+iy et Zp=p+i )
= x1—in

= Xp—iy

= xlxg—ix1y2+iy1x2+y1y2

= X1X2+)1)2

= XpX1—iXp)1 +HiYaX1+ o)1

= 2(x1x2+ y1)2) = 2Re(z122)

= \/(x1x2+J/1J/2)2+ (x2y1 + y2x1)?
< |az|=|a|[z]

(21 + 22) (21 + 22)

(21 + 22) (21 + Z2)

Z]Z_1+ Z2Z_2+ Z1Z_2+Z_1Z2
—_——
2 2
|21]” +|22|” + 2 Re(z12z2)
—_———

=

2123
2 2 _ 2
[ +|zo] +2fa1]- 2] = s+

(| =)

En prenant la partie non-négative de la racine carrée, on obtient I’inégalité :

’Z1+Z2‘ < |21’+ |Z2’



o= [=l|<[a]+|=]

Preuve.

En considérant que A est réel et R > 0, alors
4| <R = -rR=a<R ()

Ainsi :

IA

|z1| = |z1 + 22 — 22| |21+ 22| +|— 22|
——

=|zp|

de méme |zz‘=|zz+z1—z1) < )zl+22|+|—z1|
——

=lzl
En multipliant © par (-1), nous obtenons

Z1|— 1% S‘Z+Z|
i R

P“’@ =R

—)Z1+Z2| =

=—R =A

En utilisant la relation (%), nous obtenons

Il =lzl[ =21l + =

1.8 Forme polaire

Im(z)

A

ce Z=X+1Yy

L }y: r sin(0)
7]

P Re(z)

x=r cos(6)

=

—>

Z1|—|Z2| = ’Zl+Z2
Z2|—|Zl’ = |Z1+Z2

N J

|I<



z = Xx+1iy

rcos@)+irsin()
r (cos(@) +isin(@))

Note cis(@) = cos(@) +i sin(0)

On dit que 6 est 'argument de z : 8 = arg(z). La valeur principale de 1’argu-
ment satisfait —z <0 < 7 ; on écrit parfois 0 = Arg(z).

En considérant

r1 [cos(07) + i sin(6;)]

21

o [cos(02) + i sin(65)]

22

et la relation trigonométrique

cos(a + b) = cos(a) cos(b) F sin(a) sin(b),

il est possible de démontrer les expressions :

Z1Zp = r11ra[cos(B1+602)+i sin(6; +05)]
2= Dcos@,—6,) +i sin(@) —62)]
22 r2
arg(z1z3) = arg(z)+arg(zp)
Z
arg(z—l) = arg(z))—arg(z)
2

1.9 Formule d’Euler

el

0~ cos(0) + i sin(8) Valable VO € RouC

Preuve.



[e) lek

eiG — Ly
=0 k!
[e) -2n92n [ele] '2n+162n+1
= 32 + 3!
[e) (_1)n02n (o) (_1)n02n+1
-y BT e B
=0 (@2n)! = @2n+1)!
= cos(@)+1i sin(@)
On peut donc écrire
z = rlcos@)+isin@)]=r el?
z = re’l?
1e’? = 1, voeR.

En utilisant la relation z = r e!?, voici quelques nombres exprimés sous forme
exponentielle.

i

(SIE

i = e
-1 = €7
1+i = V2é'i
1 = e O%2km, Vk ez
Remarque.
Puisque
e'? = cos(0) + i sin(6)
et .
e 19 = cos(0) — i sin(@)
alors
el 4 p=i0 el _ p=i0
cos(@) = ——— et sin(@) = -
2 21
En substituant 6 par i, nous obtenons :
elite il elyel
cos(i) = = ~1.543080635 > 1

2 2

En conclusion, sur le corps des complexes, les fonctions sin et cos peuvent prendre
des valeurs en dehors de 'intervalle [—1,1].

9



1.10 Formule de De Moivre

Pour tout nombre 8 € R et pour tout nombre entier n € Z,

(cos(@) +1 sin(@))n =cos(nf)+i sin(nO)

Preuve.
(cos(@)+i sin(H)) = (! =il pl0... 010
—
n fois
= ¢l no

cos(nB)+i sin(nO)

1.11 Racines d’un nombre complexe

Définition 1.1. Soient a et b deux nombres réels connus. Pour tout n € N, on
appelle racine n-ieme du nombre complexe a+ bi tout nombre complexe z tel que

Z"=a+Dbi.

En particulier, on appelle racine n-iéme de l’unité tout nombre complexe z véri-
fiant

z"=1.

Pour rechercher les racines n-iéme de a+i b, il suffit de d’exprimer a+i b sous
forme exponentielle. C’est-a-dire,

Z}’l

a+ib
la+ible®=la+ibl O+ M ez

et de déduire déduire les n racines :

. 1 i(0+2km)
zZr=la+ibln e » aveck=0,1,2,...,(n—1).

Exemple 1.1. Trouvez les racines quatriemes du nombre complexe —1. C’est-a-

dire V1.

10



Solution.
Posons vV/—1 =z . Ainsi

= -1
= | —1| el rr2km ot keZ
1 . 1
(24)4 = (1 e’ (7”2]“”)4 ol keZ
i (m+2km) N
>z = e 1 ou k=0,1,2,3.

Sous forme cartésienne, les racines sont :

e Pour k=0,
i (+2:0m) T .. I 2 \/Z
Zp=e 4+ =cos(=)+isin(—=)=—+i—
4 4 2 2
e Pour k=1,
i(m+2-1m) 3 L. 3n \/z . \/E
z71=e * =cos(—)+isin(—)=——+i—
4 4 2 2
e Pour k=2,
i (r+2:2m) 51 .. bm \/i X \/5
z1=e + =cos(—)+isin(—)=———-1—
4 4 2 2
e Pour k=3,
i (1+2:3m) T L. I \/E . \/E
z1=e + =cos(—)+isin(—)=—-i—
4 4 2 2

11



1.12 Courbes et région

La relation |z — zg| = p représente la circonférence d’un cercle de rayon p ,
centré au point zg.

Im(2)

N

Re(2)

Preuve.
Soit z=x+1iy et zg=Xxo+1i)p.
Alors

lz—zol* =p? <= |(x—x0)+i(y—yo)l* =p?

= (x-x0)*+(y-y0)°=p*

L’inégalité |z — 2| < p représente 1’intérieur du cercle ( un disque ouvert). Les
relations Re(z) =1 et Re(z) =2 représentent des droites. Les inégalités Re(z) > 1
et Re(z) > 2 représentent des demi-plans.

12



Nombres complexes

1. Effectuer les opérations indiquées.

a), G+2)+(-7-i)
b) (2-3)@+2i)1-i)
(3-2i)’
(=1+D(2+10)

R
30"

d
) -1+21i

Rép... 39+ 60i

Rép.: 6-22i
Rép.: ﬁ-i-ﬂi

10 10
Rép.: 1+i

2. Trouver deux nombres complexes dont la somme est 4 et dont le produit est 8.

3. Calculer

a) "

b)\ ™ + (1 +i)

4. Vérifier que

Zl’(zz'zJ) =(Z|'Z:)'33

Ré X :|=2i2i
P =22

Rép.: -i

Rép.: —4+i
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3.

d) —+f6 ~/2 Rép.:

o

e) | -3¢ Rép: 3 [cos(

2V2 [cos

|
()=}
pofg)] ot

Siz;=2+iet z, =3-2i, évaluer
a) |3z, -4z, Rép.: V157
b) l:.]-—3z|2+4z, -8| Rép.: |—7+3i|=\/5_8
) Rép.: -7 - 24i
d z'+z,] Rép.: 8+8i
. Soient z; =re®et z,=r, .
_J 2, .2
r=+\n"+n"+2nrcos(6, -6,)
Montrer que z,+z, =re'’, on . .
P p— 7 8in(6,) + r, sin( 6, )
1, cos(6)) + r, cos(8,)
. Vérifier que
a) ZZ Z Z
b) (iJ= 4
) 5
Exprimer les nombres complexes suivants sous forme trigonométrique et exponentielle.
a) 2-2i Rép.: 22 [cos(j) sm(4)i] , 2\/5 g% 3
T i T
b) 2+243i Rép.: 4[005(—3—)4- sin(;)i] , del
. ; 3z L
c) -5+ 5i Rép.: 5V2 [co T)+sm( ) ] 5V2 e“
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10.

11,

12

13.

14.

Indication : Poser z, +2z,=A

Vérifier que z est un nombre réel si et seulementsi Z=z.

Montrer que si |:|=l alors Im( & )=0

(z+1)
Calculer
(1+2i)? 1
a) Im Rép.: —
( (1-i) P 3
(3+4i 117
b) Im Rép:: =—
((7-:‘)2 P 1250
_ 21 -\6
c) it L5 £ (I+7) Rép.: -§—
(1~2I3* 25
5+7i 1
Q) | Rép.:
) (7—5i)(l+2i)‘ N

a) Vérifier la loi du parallélogramme:

|2, +2, 2+IZI-ZZ|2=2(|ZI|2+|Z2|2 ).

b) En déduire que
:Zl+Zz|+lzl"32!=!zl+\133_zzz ;+izl_ le_zzzl-

,7,— 2, = B et utiliser a).
En utilisant la formule de De Moivre, montrer que

a) cos(26) = cos’(8)—sin’(6)
b) sin(28) = 2sin(@)cos(8)

¢) cos(36) = 4cos’ (6 —3cos(6)
d) sin(38) = 3sin(6) — 4sin*(6)

Montrer que
()
1+i tan E
Re | ——————=|=co0s(6).

()
1-i tan| —
2
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15.

16.

L7

18.

Trouver toutes les racines de

S (x&ka),

a) z°=-32 Rép.: z, =2¢ 3 0<k<4
, ' 1 (Bk+hxi

b) ' =1+i Rép.: z,=2% " 0<k<2

a) Calculer les racines cubiques du nombre (—-1+1). Ecrire ces racines sous la forme
W31 ( r ) V3+1

=—,008| — |=—F=.
22 12) 242

1 1 1

73 3 6
Rép.: %n : i)ég(—(ﬁ +)+i(3 - l)).z—f;-z-((ﬁ “-i3+1)

cartésienne. N.B. sin( -112)

b) Calculer les racines quatriémes du nombre -16. Ecrire le résultat sous la forme
X+ yi.

' 2 v s -2 . )
Rép.: z =TZ=(1+I). ) =—‘E(l—z).23=$

Décrire et représenter graphiquement les courbes représentées par les équations
suivantes.

(1+i),z4=725(1—1)

a) z2=36 Rép.: Cercle de rayon 6, centré a l'origine
2+ I~Z ; :
b) 2 )+ — =5 Rép.: Droite 2x+y=35
2 21

¢) |4 +3Re(z')=4 Rép.: Hyperbole 2x° - y* =2

; 2
d) Im(z?)=4 Rép.: Hyperbole y = -

2 2
5 7] = Rép.: Ellipse —+1-=1

e) |z+3+[z 3=10 p.: sebes

Déterminer toutes les racines de I'équation z* + 22 +1=0 et les représenter dans le

plan complexe.

L1 .
Rép: 5(1+3 D51~ D143 D5 (1-431)
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19.

20.

21.

Montrer que

N-1 3
a) Z cos(nx) = cos((N— 1) %j sm(ﬂzl)

n=0

b) z sin(nx) = sm((N 1) x] sm(%‘—)

Indications : Noter que cos(nx) = Re(e'"), sin(nx) = Im(e'"* ) et se rappeler que

Soient j et k des entiers tels que 0 < j. k < —'2‘1 . Evaluer

VX: (2;: jn) (2n‘kn)
COS COS i
n=0 N N

Indication : Utiliser la formule d’Euler et une progression géométrique.

Rép.: & si j=k et O autrement

Soient j et k des entiers tels que 0 < j, k < -’;—’ . Evaluer

= (Zﬂ'jn] . (Zzzkn)
Zcos sin .
n=0 N N

Rép.: 0

Utiliser la formule d'Euler et une série géométrique pour montrer que

1 —rcos(x)
1-2rcos(x)+ r

a) Z r" cos(nx)=

n=0

1-2rcos(x) + r’

b) Z r"sin(nx) = rsin(x)
=0

lorsque —1 < r<1 et x est réel.



