Chapitre 2

Fonctions élémentaires

Introduction

L’objectif de ce chapitre est de montrer que les fonctions élémentaires réelles
peuvent étre généralisées au corps des complexes et de souligner les particulari-
tés qui leur sont associées.

Définition 2.1. Une fonction d’une variable complexe est une application f :C —
C qui associe a chaque variable complexe z € D < C une autre valeur complexe
f(2). C’est-a-dire :
f:DcC — C
z — f(2)

En considérant z = x + i y, alors il est possible de décomposer f(z) sous la

forme :
fR=fx+iy)=ulx,y)+iv(x,y)

ou u(x,y) et v(x, y) sont des fonction réelles.

Exemple 2.1. Pour z=x+iyet f(z2) = Z%, nous avons :
fl@=2*=(x+iy*=*-y*)+i2xy
—— ~——
u(x,y) v(x,y)

Remarque : On ne peut évidemment pas tracer le graphe d’une fonction a va-
leurs complexes d’une variable complexe, comme on trace celui d’une fonction
réelle d’une variable réelle : Il faudrait faire des desseins dans I’espace a 4 di-
mensions ( 2 pour les coordonnés x et y, 2 pour les valeurs u(x, y) et v(x,y). Par

contre, on peut tracer des lignes dans le plan relatives a certains attributs de f(z).
Par exemple |f(2)|, u(x, y) = C%, v(x, y) = C5¢.
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2.1 Fonctions uniformes

Définition 2.2. Une fonction est dite uniforme si tout élément du domaine de dé-
finition de cette fonction a une seule image .

Parmi les fonctions uniformes, nous avons :

2.1.1 Les fonctions polynomiales.

P(2)=ap+ a1z + a2’ +-+anz", ou ay,ai,...,a,€C.
2.1.2 Les fonctions rationnelles : quotient de 2 polynomes.

_P(2)

f(Z)—@,

ou Pet Q sont des polynomes.

2.1.3 La fonction exponentielle.

e“ ="tV =¢*. ¢!V = ¢ | cos(y) + isin(y) |.
Propriétés de la fonction exponentielle.

Pl. &~ = ¢? ( L’exponentielle complexe est ”périodique™)

P2. (e?) =¢é

P3. ei1tR = g%l o2

Preuve. P1 et P2 laissées en exercices
Pour P3.
Considérons z; =x1 +iy; et zp =Xy +iy,. Ainsi

Z21+2 e(xl+xz)+i(y1+yz)

e

e 2 (cos(yy + y2) + isin(yy + ¥2)) (Par la formule d’Euler)

cos(a £ b) = cos(a) cos(b) F sin(a) sin(b)

En utilisant les identités : { sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a@) sin(h)
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nous avons

at+Z e™e™ [cos(y1) cos(y2) —sin(y) sin(y2) + i (sin(y1) cos(y2) + cos(y1) sin(y2))]

= e [cos(y1) cos(y2) + i cos(y1) sin(yz) + i sin(y1) cos(y2) + i* sin(y1) sin(ys |
= e [(cos(y1) +sin(y1))(cos(y2) + i sin(y2))]
= e (cos(y1) +isin(y1))e™(cos(y2) + isin(y2))

= e%e*

e

Remarque : SizeRalors z=x+i-0et

e? = e*(cos(0) + isin(0)) = e*.

Ainsi I’exponentielle complexe coincide avec 1’exponentielle habituelle lorsque
son argument est réel.

2.1.4 Les fonctions trigonométriques.

e Si0eR alors

{ e =cos(0) + isin(d) (formule d’Euler)
e 1% = cos(0) — i sin(0)
On a donc
; . T T
%+ 719 = 2c0s(6) cos(0) = ev+e”
- 2
i0_ 0 _ o ; e —e?
e —e ' =21isin(0) sin(0) = %
i
e SizeC alors
e'? = cos(z) + i sin(z) cos(z) = M
) = iz _Ze—iz
e '* = cos(z) —isin(z) sin(z) = 77
i
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Remarque :
e Siz=0+i-1€C, alors
. ellte e lye
cos(z) = cos(i) = = ~154>1
2 2
Donc sur C, les fonctions cos et sin peuvent prendre des valeurs en dehors
de l'intervalle [-1,1].
e Siz=x+1i-0€R alors

e +e7 ™ (cos(x)+isin(x)) + (cos(x) — i sin(x))
= =cos(x)
2 2
De méme le sin(z) se réduit a sin(x) lorsque z € R.
* On peut montrer que sur C, les identités trigonométriques habituelles sont
encore valide pour le sin et le cos .

cos(z) =

Exemple 2.2. Montrez que cos®(z) +sin?(z) = 1.

Ona
. s 2 . . _ _9; . _9;
) el? 4 712 6212+2612e iz 4o 2iz 62’Z+2+e 2iz
cos“(z) = = =
2 4 4
., elz _ g7z ele_zetze iz 4o 2iz eth_2+e 2iz
sin“(z) = - = =
20 -4 -4
9 . 0 242
= €0s“(z) +sin (z)zT:I.

On peut représenter les fonctions sin(z) et cos(z) sous la forme u+ iv a ’aide des
fonctions hyperboliques réelles

0 _ o0

e
inh(0) = ——
sinh(0) 2

C’est-a-dire que si z = x+ iy € C alors

01 o0
, cosh(f) = %

sin(z) = sin(x) cosh(y) + i cos(x) sinh(y)

cos(z) = cos(x) cosh(y) —isin(x) sinh(y).

2.1.5 Les fonctions hyperboliques complexes.

En sachant que

Z —Z

e
inh(z) =
sinh(z) 2

> cosh?(z) —sinh?(z) = 1

e‘+e?

h =
= cosh(z) 2
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Preuve.

cosh?(z) — sinh?(z)

el +e % 2 e?—e % 2
( 2 )_( 2 )

= i [ (e%% +2e7%e” + e7%%) — (e** — 22 %e* + & %)

Notons que
cos(iz) = cosh(z)
sin(iz) = i sinh(z).
Preuve.
ei(iz) +e—i(iz) e %+ et
cos(iz) = = = cosh(z)
2 2
ei(iz) _ e—i(iz) e % — e —1lref—e?
sin(iz) = - = — = — —] = [ sinh(z)
21 21 i 2
=sinh(z)
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2.2 Fonctions multiformes

Définition 2.3. Une fonction est dite multiforme si au moins un élément du do-
maine de définition de cette fonction a plusieurs images .

Parmi ces fonctions multiformes, nous retrouvons en autres les fonctions :

In(z), vz, arcsin(z), arccos(z), etc.

2.2.1 Le logarithme népérien complexe.

FIGURE 2.1: Partie imaginaire de la fonction logarithmique

La fonction logarithmique est définie comme la fonction inverse de la fonction
exponentielle. C’est-a-dire :

In(z) =w < z=e".
Soient r et 6 les coordonnées polaires de z. Posons :
z=re'?
w=x+iy oux,yeR.

Ainsi nous avons

z = e¥
rei@ — ex+iy
ricos@) +isin®)] = e*-e'?
rlcos(@ +2km) +isin(@ +2km)] = e*-e' oukeZ
ret O+2km — —  px oly (2.2.1)
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En comparant la partie réelle et imaginaire de (2.2.1), nous obtenons

{ r=e* < x=In{)
y=0+2kn

D’ouIn(z) = w=x+1 y devient

In(z) =In(r) +i (6 +2 k) ot keZ. \

g

Puisque la valeur de k est arbitraire, par conséquent, la fonction f(z) = In(z)
est appelée une fonction multiforme. C’est-a-dire qu’elle n’est pas uniquement dé-
finie. Il existe une infinité de fonctions logarithmiques.

Pour éviter toute ambiguité, on définit la branche principale des logarithmes
complexes comme étant celle pour laquelle k=0et -1 <0 < 7.
Pour cette branche principale, nous utilisons parfois la notation Ln(z) plutdt que
In(z). Ainsi :

Ln(z)=In(r+i06 ou—-n<l<m

Exemple 2.3. En restant sur la branche principale, évaluez Ln(z) pour les diffé-
rentes valeurs de z.

T
1. Siz=1+1, alorsr=\/§et9=Z.Ainsi

o T
Ln(z)=Ln(1+i)=In(V2) +i (4 +2_k,

k ) :ln(\/§)+i%
k=0

3n
2. Siz=-1-1, alors rzﬁetez—I.Ainsi

3
Ln(z) = Ln(-1—1) = In(v2) iTﬂ
3. Siz=1,alorsr=1et0 =0. Ainsi

Ln(z)=Ln(1)=1In(1) +i-0=0
~——
un réel

4. Siz=-1,alorsr=1et 0 =m. Ainsi

Ln(z) =Ln(-1)=In(1) +in =ni
——

un réel
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5. Siz=e4! alorsr=1et0=-7%. Ainsi

T

_ i in; _.E_ _Z'—__‘
Ln(z) =Ln(e* )—ln()e4 ) 14—ln(1) 41— 41
0

——
=1 =
Remarque :
 In(0) n’est pas définie car le logarithme réel de O n’est pas définie de méme
que arg(0).
o Le logarithme complexe d’un nombre réel négatif —x avec x > 0 est bien
définie et pour la branche principale, nous avons :

In(-x)=Inx)+in

e Si x € R* alors le log. complexe et le log. réel coincide. Par exemple, si
z=1,alors r =1et 6 =0. Ainsi
In(z) =In(1) =In(1) +i-0=0
~——
un réel

Propriétés :

P1 | n@ =, pour tout z # 0

Preuve.
eln(z) — eln|z|+i(9+2k7t) — elnlzl _ei(0+2k7t)
——
=|z|car |z|est un réel
= |zle? =2
P2 |In(e®) =z+2kni, kez
Preuve.
Soit z=x+1y alors
ef = ex+iy — |ez| — |ex+iy| — |ex| |eiy| ="
~—~—
=1
In(e®) = In(le°])+ i(arg(ez) +2k7l’)

= In(e®)  +i(y+2kn)
N——
=Xx, care® est réel

= x+iy+2kmni
——
=z

= z+2kmi
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Ainsi pour avoir In(e?) = z, il faut se limiter a la branche principale ou k =0

etal'intervalle -7 <0 < 7.

P3 [In(z; z2) =In(z1) +In(z2) +2 k7 i,

kez

Preuve.
Posons

Z21=n e’gl

=>1In(z;) =In(r) +i 61 +2nn)

Zo =1, €%

=>In(z) =In(ry) +i (@2 +2mmn)

Ainsi

In(z; 2p) = In(ry rp @' @1+02)y

In(r))+i6;=In(z;)—i2nn

In(r))+i0,=In(z)—i2mn

In(rir) +i(01+602+2 pm), pe”Z

= }n(r1)+i6L+]n(r2)+i6%+i2pn

=In(z;)-i2nn

= In(z))+In(z)+in2(p—n—-m), keZ

ln(zl Z2) = ln(zl) +1I1(Z2) +i2nk,

P3 |In(ZY) = In(zy) —In(z) + 2 k 7§,
22

kezZ

Preuve.
Similaire a la démonstration de P.2.

Conclusion.

=In(z)—-i2mmn

=k
kezZ

Pour avoir les mémes propriétés que sur les réels, il faut rester sur la Branche
principale. C’est-a-dire prendre k=0 et —7 <0 <.

2.2.2 La fonction racine carrée

i(Op+2km)

Soit z=re ol —-m<0Oy=<m.

Ainsi

1 .

\/F
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0
ei(?o + k)

0 0
cos(?O + k) + isin(?o +km)| oukeZ.



1

0 0
z2 =1 cos(?0+kn)+isin(?0+kn) oukeZ et —nm<fp<nm

Ainsi selon la valeur de k nous obtenons plusieurs valeurs (images) de f(z).
Par exemple, pour 8y = 7, nous avons

Sik=0:>f(z)=ﬁ[cos(%+0-n)+isin(g+o-n)] =Vri

sik:lzf(z):ﬁ[cos(g+1-7r)+isin(%+1-n)] =—\ri
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2.2.3 Exposants complexes
Sur le corps des réels, si x >0 et a € R nous avons

a
x4 = eln(x ) — ealn(x)‘
Généralisons cette derniere relation pour définir les exposants complexes.
Siz,aeC, z#0, alors on définit

a _ ,aln(z)

Z e

Comme pour le logarithme, il y a plusieurs valeurs possibles pour z%. Ainsi

al|In(r)+i (6 +2kn)]
2% = ®n@ = ’ ) keZ et —m<Bp<n

On définit la branche principale de cette fonction comme étant celle obtenue en
employant la branche principale de In(z). C’est-a-dire

In(r)+i 6g

a
a_ eaLn(z) —e [

z , —-n<Op<nm

Pour la branche principale :

Exemple 2.4. Calculez (1+1)".
Solution. .
Posons z=1+ieta=i. Ainsir=|z|=V?2 et arg(z) = T Donc

T
. . , i|In(v2)+i—
Z(Z — (1 + l)l lln(1+l) =e [ 4

in(V2)-% _ ,-§ ,iln(v2)

e
e
= ek [cosan(\/i)) + isin(ln(\/i))]
0.42+10.15

Exemple 2.5. Calculez 9z,
o Sion considere la valeur réelle z=9, ona 9
o Avec la définition de I’exposant complexe :

[STE

=3.

1 1 1 1 [ln(|9|)+i‘0) 1
20 — 93 — glnO2) _ ,3In(9) _ 2 — 310 _ ,In® _g

Notons que si x € R nous avons vV x= = | x|

23



o En considérant toutes les branches du logarithme :

i ln(l9|)+i(0+2kn)] _

92 = ¢ en® [cos(kn) +isin(2km) | = +3
—_—  —\

=+1 =0

Propriétés des exposants complexes.
Pl. Sia,feC alors z%P=z%7P
P2. SiaceCetnez alors (2%)"=2z%"
Preuve :
1. exercice (utiliser z%*% = z%zW)
2. exercices (utiliser la P.1.)
Remarque : Toutes les autres propriétés habituelles des exposants sont valides
seulement a un multiple de 277 pres. Par exemple :

In(z™) =nln(z) +2kr i, kez

Remarque. Il faut faire attention :

(z%)P # z%dans le cas général si a, f € C.

Par exemple, en prenant z = —i, a =2, = i, nous avons :

(Za)[)’ =((~ i)Z)i — (—l)i — eiln(—l) — ei(ln(l—l|)+i(arg(—1)+2kn) i2(m+2km) — e—n—an’ keZ

=e

27 iln(—i i - 1 —i i2(—T _
Zaﬁ — (_1)21 — elen( D _ 621(ln(| i)+iarg(—i)+2kmn) — 621 (=5 +2km) — en 4kn’ keZ
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2.2.4 Les fonctions trigonométriques inverses.

Parmi ces fonctions nous retrouvons : arcsin(z), arccos(z), arctan(z), etc.
Ces fonctions peuvent étre exprimées au moyen de la fonction logarithme.

e Pour arcsin(z), nous avons

arcsin(z):—iln(izivl—zz)+2kn, kez
Preuve
Si z = sin(w) alors w = arcsin(z) ( ou sin~!(z)) est appelé la fonction in-
verse de sin(z). Ainsi el _ p—iw
z = sin(w)= -
21
2iz = eW—-et¥
zizeiw — eiweiw _ eiwe—iw
——

=1
W _2jze'W 1 =

W —2ize' -2 +z5 -1 =

v~

eV —iz?+z°-1 = 0
eV = iz+V1-2z2
Ine™”) = In(iz+V1-2z2)
In(e'“) +i(w+2k*n) = In(iz+V1-2z?)
—_——
=In(1)=0
iw = In(iz+V1-22)-2k*ni posons —k* = k

w = -—-iln(iz+V1-22)+2kn
w =arcsin(z) = —iln(iziVI—z2)+2kn

0
Remarque. La fonction arcsin est multiforme. Sa branche principale est
celle pour lequel k = 0 et telle que arcsin(0) =0 . Ainsi

Arcsin(z) = —i Ln (iz +V1- zz)
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e Pour arccos(z).

Si z = cos(w) alors w = arccos(z) ( ou cos'(z)) est appelé la fonction in-

verse de cos(z). Ainsi,

arccos(z)=—iln(ziiv1—z2)+2kn, kez
Preuve
eiw+e—iw
z cos(w) = ——
2
2z e et
Zzelw elwelw+elwe—lw

e’V —2ze'W 41

e —2ze'" + 22 —Z* +1
@'W—-22-2z+1

elw

In(e'™)

In(le’™)) +i(w +2k*7)
N——
=In(1)=0

i(w+2k*m)

w

w = arccos(z)

=1

0

z+V —-1+22
In(z+ivV1-2z2)
In(z+ivV1-22)

In(z+ivV1-22)
—iln(z+iV1-22)-2k*ni
—iln(zii\/l—z2)+2kn ot k=—k*

0

Remarque. La fonction arccos est une fonction multiforme. La branche
principale est celle pour laquelle k = 0 et arccos(1) = 0.

Arccos(z) = —i Ln (z +ivV1-— zz)
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e Pour arctan(z), nous avons

1+iz
1-iz

—i
arctan(z) = > ln( ) + ki, keZ

Preuve
Si z = tan(w) alors w = arctan(z) ( ou tan~'(z)) est appelé la fonction
inverse de tan(z). Ainsi,

sin(w) elW — g=iw
z = tan(w)= = — -
cos(w) i(e'W +e W)
zi(eW+e W) = eW_eiW (Note :siz=0= w=0)
(Zi(eiw+e—iw))eiw :( eiw_e—iu/)eiw
AW _1—ize*™_jz = 0
AW(1-iz) = 1+iz
. 1+iz
v = —, ou z#-—i
1-iz
. 1+iz
In(e*'") = ln( - )
1-iz
. 1+iz
In(e V) +iQw +2k*n) = ln( : )
—_— 1-iz
=In(1)=0
1+iz
2w = ln( - )—Zk*m
1-iz
-1 1+iz
w = —ln( - )—k*n posons k = —k*
2 1-iz
-1 1+iz
w =arctan(z) = —ln( - )+kn
2 -1z

g
Remarque. La fonction arctan est une fonction multiforme. La branche
principale est celle pour laquelle k = 0 et arctan(0) = 0.

—i 1+iz
Arctan(z) = —Ln( ; )
2 1-iz

De facon similaire on peut montrer que

Arccotg(z) = _—an(z—H)
g\ = 2 z—1

Exemple 2.6. En se restreignant a la branche principale, évaluez les valeurs sui-
vantes :
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1. Arcsin(1).
Arcsin(l) = —iLn(i-1+\/1—12):—iln(i)
- —i[ln(|i|)+iArg(i)]
Ina
= —i[0+ig]

b4
2

2. Arccos(i).

Arccos(i) = —iLn(i+iv1-i2)=~iln(i+V2i|
= —iln((+V2)i
= —i[In(|a+v2)i|)+iarga+v2)n)]
- —i[ln(1+\/§)+ig]

= S-iln1+V2)
Exemple 2.7. Trouvez toutes les solutions z telles que
sin(iz) =1i.

Solution.
o 1" facon. En se basant sur la relation

iz -iz

in(2) et?—e
sin(z) =
21
nous avons
pii2) _ p=iliz)
sin(iz) =i — ————=
21
— ef-ef==-2
— e Fl-e*H=-2
— 1-e**=-2¢
— ¥ -2e°-1=0

Posons u = e*. L'équation devient u> —2u—1 =0 dont les solutions sont

Zi\/4—24(1)(—1) C14iVE

U2 =
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Pour u; =1+ V2, nous avons e =1+ /2. Ainsi

In(e®) = In(1+v2)

>z4+2kiwi = In(1+V2)+i(0+2km) ki, kyeZ
>z = In(V2+1)+2(ky— k)i kez
N——
=k
>z = In(WV2+1)+2kmi kez

Pour up, =1 -2, nous avons e* =1— /2. Ainsi

In(e?) =In(1 - v2)

:>z+2k17ri:ln(|1—\/§|)+i(n+2k2n) ki, ko €Z
>z=In(V2-1)+in(l+-2k; +2k») kez
—_———
=2k
=>z=In(vV2-1)+ 2k + 1)7i kez.

Les solutions sont :
z1=In(V2-1)+ 2k + 1)7i, et zp=In(V2+1)+2kni oukezZ

o 2me fycon,

sin(iz) = i
iz = arcsin(i) et par la relation
arcsin(z) = —iln(izi \/J) +2kn
= —iln(ii+V1-2)+2kn
z = —In(-1+v2)-2kni
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Avec le (+), nous avons :

21

21

- —ln(\/i—l)—ka'

- 1n(\/§1_1)—2km'

_ ln( 1 _\/§+1
V2-1 V2+1

2+1
\/_+1 )—ka'

)—ka'

= In(

= In(WV2+1)+27k*i

Avec le (=), nous avons :

22

22

Les solutions sont :

|

—In(-1-v?2) - 2kmi
—[ln(l —1-V2) + i(n+2k1n)] —2kmi

—[1n(f2+ - i(n+2k1n)] —2kni
—In(vV2-1)—(1+2k; +2k) i
[ —

2k*+1
~In(vV2+1) + 2k* + )7i
1 V2-1
1 . +Qk*+Dmi
" Ve e o
In(V2-1)+Qk*+Dmi

z=In(v2-1)+ 2k* + 1) 7i,

z1=In(V2+1)+2k*ni ouk*eZ
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