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Justifiez vos réponses. Matricule:

Question 1 (10 points)

Évaluer

∫ ∞
0

dx

(x2 + a2)3
,

où a > 0 est un paramètre et justifier chaque étape de votre démarche.
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École Polytechnique de Montréal
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Justifiez vos réponses. Matricule:

Question 2 (10 points)

a) (5 points) Soient deux suites f(n) = u(n − 1) et g(n) = n u(n) définies
pour tout n ∈ Z, où u désigne la fonction échelon. Évaluer le produit de
convolution (f ∗ g)(n) pour tout n ∈ Z.

b) (5 points) Soient deux fonctions f(t) = u(t) et g(t) = u(t − a) définies
pour tout t ∈ R , où a ∈ R est une constante et u désigne la fonction échelon.
Évaluer le produit de convolution (f ∗ g)(t) pour tout t ∈ R.

Indication: La fonction échelon u est définie par

u(t) =

 1 si t ≥ 0,

0 si t < 0.
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Justifiez vos réponses. Matricule:

Question 3 (8 points)

On considère un système linéaire en temps discret modélisé par l’équation

2 y(n+ 2)− 3 y(n+ 1) + 2 y(n) = x(n+ 1)− x(n), n ≥ 0,

avec les valeurs initiales y(0) = y(1) = x(0) = 0.

a) (4 points) Déterminer la fonction de transfert H(z) du système.

b) (4 points) Déterminer la réponse impulsionnelle h(n) du système pour
tout n ≥ 0.
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Justifiez vos réponses. Matricule:

Question 4 (10 points)

a) (4 points) Soient f : R→ R une fonction continue et a ∈ R une constante.
Les distributions

f(t) δ(t− a) et f(a) δ(t− a),

sont-elles égales au sens des distributions? Justifier votre réponse.

b) (6 points) La transformée de Laplace F (s) d’une fonction f(t) est

F (s) =
1

s (s2 + a2)
,

où a 6= 0 est une constante réelle.

On demande de calculer f(t) en utilisant un calcul de résidus. Justifier chaque
étape de votre démarche.
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École Polytechnique de Montréal
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Justifiez vos réponses. Matricule:

Question 5 (10 points)

On applique une force périodique à un système masse-ressort. La position
y(t) ∈ R de la masse au temps t satisfait l’équation différentielle

y′′ + ω2 y = F (t), t > 0, (1)

où ω > 0 est une constante non-entière. La force F (t) est une onde périodique
de période 2π donnée par la série

F (t) =
∞∑

n=−∞
an e

i n t,

où les an ∈ C sont des paramètres constants.

On demande de trouver la solution générale de l’équation différentielle (1).
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Justifiez vos réponses. Matricule:

Question 6 (12 points)

On considère la fonction

f(x) = e−a |x|, x ∈ R,

où a > 0 est un paramètre constant.

a) (4 points) Montrer que la transformée de Fourier de la fonction f est

f̂(ω) =

√
2

π

a

a2 + ω2
.

b) (4 points) Évaluer l’intégrale

∫ ∞
0

cos(ω x)

a2 + ω2
dω

pour tout x ∈ R, où a > 0 est un paramètre constant.

c) (4 points) Évaluer l’intégrale∫ ∞
0

dω

(a2 + ω2)2
,

où a > 0 est un paramètre constant.
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AIDE MÉMOIRE

Pôle simple : Res (f(z); z = a) = lim
z→a

((z − a) f(z)) .

Pôle double : Res (f(z); z = a) = lim
z→a

d

dz

(
(z − a)2 f(z)

)
.

F (z) =
∞∑
n=0

f(n) z−n, f(n) =
1

2πi

∫
C
F (z) zn−1 dz.

F (s) =
∫ ∞
0

e−s tf(t) dt, f(t) =
∑
k

Res
(
es tF (s); s = sk

)
si lim
|s|→∞

F (s) = 0.

Z ((f1 ∗ f2)(n)) = F1(z)F2(z).

L (f(t) ∗ g(t)) = F (s)G(s), F (f(t) ∗ g(t)) =
√

2π f̂(ω) ĝ(ω).

Général: (x ∗ y)(n) =
∞∑

k=−∞
x(k) y(n− k).

Transformée en z : (x ∗ y)(n) =
n∑
k=0

x(k) y(n− k).

Général: (f ∗ g)(t) =
∫ ∞
−∞

f(θ) g(t− θ) dθ.

Transformée de Laplace: (f ∗ g)(t) =
∫ t

0
f(θ) g(t− θ) dθ.

f̂(ω) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−i ω t f(t) dt, f(t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

ei ω t f̂(ω) dω.∫ ∞
−∞
|f(t)|2dt =

∫ ∞
−∞
|f̂(ω)|2dω

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cos(nπx/L) + bn sin(nπx/L))

an =
1

L

∫ L

−L
f(x) cos(nπx/L) dx, n ≥ 0. bn =

1

L

∫ L

−L
f(x) sin(nπx/L) dx, n ≥ 1.

1

L

∫ L

−L
|f(t)|2 dt =

a20
2

+
∞∑
n=1

(
a2n + b2n

)
f(x) =

∞∑
n=−∞

cn e
i n π x/L, cn =

1

2L

∫ L

−L
f(x) e−i n π x/L dx.

1

2L

∫ L

−L
|f(t)|2dt =

∞∑
n=−∞

|cn|2
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