
École Polytechnique de Montréal
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Justifiez et simplifiez vos réponses. Matricule:

Question 1 (10 points)

Les trois questions suivantes sont indépendantes.

a) (4 pts) Trouver toutes les racines complexes z ∈ C de l’équation

cosh (z) = 0.

b) (3 pts) La fonction
f(z) = Re(z)

est-elle analytique dans une région du plan complexe? Justifier votre réponse.

c) (3 pts) Évaluer ∮
|z|=1

z5 sin
(

1

z2

)
dz,

où la courbe est parcourue dans les sens anti-horaire.
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Justifiez et simplifiez vos réponses. Matricule:

Question 2 (11 points)

Les trois questions suivantes sont indépendantes.

a) (5 pts) En utilisant la définition

ez :=
∞∑
n=0

zn

n!
pour z ∈ C,

montrer que si θ ∈ R, alors

ei θ = cos(θ) + i sin(θ).

b) (2 pts) Montrer que
|ez| ≤ e|z|

pour tout z ∈ C.

c) (4 pts) Donner le développement en série de Laurent de la fonction

f(z) =
1

1− z2

valide pour |z − 1| > 2.
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Justifiez et simplifiez vos réponses. Matricule:

Question 3 (8 points)

On considère la fonction f définie par

f(z) =
1− cos(z)

sin (z)
,

où z ∈ C.

Déterminer la nature de toutes les singularités de f (c’est-à-dire: singularité
apparente, singularité essentielle, pôle d’ordre à préciser ...), et évaluer les
résidus de toutes les singularités.
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Justifiez et simplifiez vos réponses. Matricule:

Question 4 (11 points)

Les deux questions suivantes sont indépendantes.

a) (6 pts) Évaluer ∮
|z−i|=2

z dz,

où la courbe est parcourue dans le sens horaire, et exprimer votre réponse
sous la forme a+ i b, où a et b sont réels. Justifier votre démarche.

b) (5 pts) Évaluer ∮
|z−3|=1

dz

sin (z)
,

où la courbe est parcourue dans le sens horaire, et exprimer votre réponse
sous la forme a+ i b, où a et b sont réels. Justifier votre démarche.
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