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1 Exercices sur les fonctions complexes

1. Trouvez toutes les solutions complexes des équations suivantes :
a) 22 —2224+22=0
b) 28 +222492+18=0
c) 425 =422 +2—-1=0
d) 22" —22+2=0

2. Ecrivez les fonctions suivantes sous la forme f = u + 0.

z
b) f(z) = |z|
3. Démontrez les propriétés suivantes de I’exponentielle complexe :
(a) €z+2m' = ¢
(b) e =¢€*
(C) ef1t22 — p*1p22
4. Démontrez que |e?| < €/*l pour tout z € C

5. Trouvez toutes les solutions (complexes) de I'équation e”* =i + 1.

z

" est-elle vraie pour tous z,w € C?7 Si oui, démontrez-la. Sinon,

e
6. La regle — =¢°
ew
donnez un contrexemple (c’est-a-dire des valeurs de z et w pour laquelle elle n’est pas
vérifiée).
7. Démontrez les formules suivantes :
(a) sinz = sinx coshy + ¢ cosxsinhy
(b) cosz = cosx coshy — ¢ sinxsinhy
8. Démontrez les identités trigonométriques suivantes :
a) sin®z +cos?z =1
b) sin(z 4+ w) = sin z cos w + cos z sin w

¢) cos(z 4+ w) = cos z cosw — sin z sinw

9. Déterminez si chacune des identités suivantes est vraie. Si c’est le cas, démontrez-la.

Sinon, donnez une valeur de z pour laquelle elle n’est pas vérifiée.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

f) sin(iz) = —isinz.

Trouvez toutes les solutions (complexes) des équations suivantes :
a) coshz =0

b) sinh z = 0.

Trouvez toutes les solutions des équations suivantes

a) cos(iz) +sin(iz) = 1.

b) cosz —sinz = 2.

c) sin(iz) = 1.

Démontrez les relation suivantes :

a) sin(iz) = isinh z

b) cos(iz) = cosh(z)

¢) cosh® z —sinh? z = 1

Montrez que

a) sin(z +1y) = sinx coshy + i cos xsinhy

b) cos(x 4+ iy) = cosxcoshy — i sinzsinhy

c) |sinz|? = sin®z + sinh? y

d) |cos z|? = cos? z + sinh? y

Montrez que (contrairement au cas réel) |sin z| et |cos z| ne sont pas bornées, c’est-

a-dire qu’elle peuvent prendre des valeurs arbitrairement grandes. Indice : utilisez les

résultats de 'exercice 13.

Montrez que

l 11—z
a) arctan z = —3 In (

4z
Indication : par définition, arctan z est la solution complexe w(z) de I’équation

) et indiquer le lieu de sa coupure.

tanw = z qui satisfait w(0) = 0 (par convention).
b) arcsinhz = In (z + V22 + 1)
c) arccoshz = In (z + v2% — 1)

Ces formules correspondent aux branches principales des fonctions, qui sont égales

aux fonctions usuelles pour z € R.

Exprimez les nombres suivants sous la forme a + i b, ou a et b sont réels.
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17.

18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

d) In (2 — 2i)

Trouvez des valeurs z et w pour lesquelles In(zw) # Inz + Inw, ou In désigne la

branche principale du logarithme.
a) Montrez que 'égalité (z w)* = z%w" est vérifiée si z est un nombre réel positif.
b) Donnez un exemple o1 I'égalité (zw)® = 2w n’est pas vérifiée.

On sait que lidentité (2%)° = 2*% n’est vraie qu’a un multiple de 27 prés. Donnez

un exemple concret (c’est-a-dire des valeurs de «, 8 et 2) our (2%)7 # 25,
Montrez que si z = r? alors 2! = e ?[cos(In(r)) + i sin(In(r))].

Montrez que la fonction f(z) = |z| est continue sur C (vous devrez utiliser I'inégalité

du triangle inverse).

Montrez que la fonction f(z) = e* est continue sur C. Indice : utilisez le résultat de

l’exercice 4.

En vous inspirant de 'exemple de la fonction logarithmique vu en classe, montrez que
f(2) = 2%/2 est discontinue en tout point de I'axe des réels négatifs (bien qu’elle soit

définie en ces points).

Soient z; et zo deux nombres complexes. Montrer que
In(zq 22) = In(z1) +In(z) +i 2k,

ou In(...) désigne la branche principale du logarithme et k € Z dépend de z; et z,.

Montrer que

n=0

= 1 — rcos(z)
Re rtem | = ,
(Z ) 1 —2rcos(z)+r?
ou 0 < r < 1. Vous devrez utiliser une suite géométrique.

Siz<0,zeC,we C, montrer que

(Zw)a T ei2k7ro¢7

ou k € Z satisfait
—n <arg(w)+ (2k+1)7 <.

Trouver les parties réelles et imaginaires de sin(z), z € C.
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1.1

1.

10.

11.

16.

Réponses aux exercices sur les fonctions complexes

S

0,143
9 43
1,+£14
, 357 (cos(m/12) + i sin(w/12)), + (cos(97/12) + i sin(97/12)),
21+ (cos(17m/12) + i sin(177/12)), 57 (cos(m/12) — i sin(7/12)),
5 (cos(Tm/12) + i sin(77/12)), + (cos(15m/12) + i sin(157/12))

@)

o
~— ~— ~— ~—

(o
e}

21

a) flx+iy) = P —im
b) flx+iy)=/x2+y2+i-0
2k+1)7m—1In(2)i, keZ
La regle est vraie pour tous les complexes
a) Vraie
b
c

d

€

) Vraie
) Vraie
) Vraie
) Fausse

f) Fausse

Trouvez toutes les solutions (complexes) des équations suivantes :
a) T2k +1), ke Z

b) kri, k € Z
a) 2kmi, EL k€ Z

b) —Z(8k+1)—iln(vV2+1),keZ

Exprimez les nombres suivants sous la forme a + 2 b.

a) e /2

b) e ™*cos(LIn(2)) + ie™/*sin(3 In(2))
¢) —3mi

d) $In(2) — i
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2

Exercices sur la dérivée complexe et les fonctions

analytiques

. Calculez la dérivée de la fonction

a partir de la définition de la dérivée.

. Montrez, en utilisant la définition de la dérivée, que la fonction f(z) = Z n’est dérivable

en aucun point.

. Déterminez si les fonctions suivantes sont analytiques ou non sur le domaine indiqué.

&

) o
N— N~ N N N~ ~— N N~ N~

o

(oW

—

= 0

—e

—.

k) f(z) = zIm(2?) — 2(Im(2))® — 2i (Re(z))?, C.

. Soit f une fonction et f la fonction définie par f(z) = f(2). Si f et f sont toutes deux

analytiques, montrez que f est nécessairement une fonction constante

. Trouvez toutes les fonctions complexes a valeurs réelles f : C — R qui sont analy-

tiques.

. Soit f une fonction entiere. Montrez que si f'(z) = 0 pour tout z € C alors f est

constante.

. Considérons la fonction f définie par f(z) = |z|*.

a) Montrez que f est dérivable en z = 0.
b) Vérifiez que les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites en z = 0.

c¢) La fonction f est-elle analytique en z = 07 Justifiez votre réponse.

8
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8.

10.

11.

12.

13.

Trouvez toutes les valeurs de la constante & pour lesquelles la fonction f(x +i1y) =

e*(cos(ky) + i sin(ky)) est analytique.
Montrez que la fonction f(z) = 1/z est analytique en tout point de C\ {0}.

Soit f(z) = u(z,y) + i v(z,y) une fonction entiere, ot u et v sont les parties réelle et

imaginaire de f(z). Montrer que la fonction
( ) e 8_u — @ +1 @ + @
IE) = dy Oz ox Oy

Soit f(z) = u(z,y) + i v(z,y) une fonction entiere, ot u et v sont les parties réelle et

est entiere.

imaginaire de f(z). Montrer que les courbes de niveau de u et de v sont orthogonales

en tout point.

Indication : le gradient Vg d’une fonction g est orthogonal aux courbes de niveau g.
Trouver toutes les fonctions analytiques f(z) telles que f(1+i) = 0 et Im(f'(2)) = 2y.

2020
La fonction f(z) = z + sin (Z z”) est-elle analytique ? Justifier votre réponse.
n=1
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2.1 Réponses aux exercices sur la dérivée complexe et les fonc-
tions analytiques

1. La dérivée est —2—

(2—1)?
3. a) Non

Les fonctions constantes
¢) Non

k=1

Ha!

L o oo

12. f(z) =22+ cz—c—i(c+2), ou c est réel.

10
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3

10.

11.

12.

13.

Exercices sur l’'intégration complexe et la formule

de Cauchy

Evaluez / Re(z) dz, ou C' est le segment reliant le point 1 + i au point 3 + 2i.
c

. Evaluez / zZdz, ott C' est I'arc de la parabole y = 22 reliant le point 0 au point 1+ 1.
c

Evaluez 7{ Re(z?) dz.
|z|=1

Evaluez / 72 dz
c

a) sur le cercle |z| = 1.

b) sur le cercle |z — 1| = 1.

Evaluez 7{ |z|2dz, ou C est le carré de sommets (0,0), (1,0), (1,1) et (0,1).
c

. Evaluez / z,dz, ou C est la courbe paramétrée par z(t) = t* +it, 0 <t < 2.
C

Evaluez l'intégrale / Z|z| dz, ot C est le demi-cercle défini par |z| = 2 avec Re(z) > 0,
c
parcouru du point —2¢ au point 2.

Evaluez D'intégrale / dz, ou C est le demi-cercle défini par |z — 1] = 1 avec
c~—

Re(z) > 1, parcouru du point 1 — ¢ au point 1 + 7.

1
. Vérifiez que 7{ —dz =0 si C est un cercle n’entourant pas (et ne contenant pas)

z
Foriad c
origine.

Evaluez 22dzou C =CLUC,UCs et C est le segment reliant 1+ a 2+, Cy est
c

le segment reliant 2 + ¢ a 3 — 47 et C5 est le segment reliant 3 —4i a 1 — 4.

Evaluez j{ (52 — 2* + 1) dx.
c

a) ou C est le cercle |z| = 1.

b) ou C' est le carré de sommets (0,0), (1,0), (1,1) et (0,1).

Evaluez lintégrale 7{ ¢ dz, ot C est Pellipse |z = 1|+ |z + 1] = 4.
c

Evaluez l'intégrale fsin(l + 2%)dz, ou C est le carré de sommets 1,4, —1 et —i,

c
parcouru dans le sens négatif.

11



Polytechnique Montréal MTH2120 - A18

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Evaluez I'intégrale / z*sin(2°%) dz, oul C est le segment reliant le point 1 — ¢ au point
c

1 4.

Soit 'intégrale J = [ —dz, ou C est le segment reliant —1 —¢ a —1 + 1.
c R

a) Evaluez directement D'intégrale .J.

b) Une primitive de 1/z est F(z) = In z. Evaluez Dintégrale J en calculant F(—1 +

i) — F(—1 — ). Votre réponse sera différente de celle en a).

c) Laquelle des deux réponses est la bonne ? Expliquez pourquoi.

Evaluez / 2(14 2%, dz, ot C = CL Uy, Cy est le segment de 0 & 4 — i et Cy est

c
le segment de 4 — ¢ a 1.

. 1
Evaluez ?{C 7 dz, ou C est lellipse 422 + (y — 2)? = 4.

. cos 2 . . "
Evaluez ————dz, ou n est un entier positif.
|2l

- Z2n+1
. z—1
Evaluez }I{ dz.
|z—6|=4 Z — 6

- 2 2
Frvalues j{ sin(mz*) + cos(mz?) "
b= (2= 1)(z—2)

, e*
Evaluez jI{ -dz, ou C est
c

Z — T

a) le cercle |z — 1| = 4.

b) lellipse |z — 2| + |z + 2| = 6.

1
Evaluez — CO; (72)
T Jo 2 —1

dz, ou C' est

a) le rectangle de sommets 2 + i et —2 4.
b) le rectangle de sommets +i et 2 4 3.

Evaluez j{ e_ dz.
|

|2Z

Evaluez I'intégrale ]{
|z—i|=1 % + Z

sin(5z)

Evaluez I'intégrale f

G dz, ou C est le cercle |z — 2i| = 1.
c <

Evaluez lintégrale ]{ 22— dz, ou C est le cercle |z — 5i| = 5.
lol4 +1

12
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2
27. Evaluez l'intégrale % cos(=’) dz, ou C est le rectangle de sommets 0,2,2 + i et 1,

c < + 1
parcouru dans le sens négatif.

z

28. Evaluez l'intégrale 7{ 26— dz, ou C est le cercle |z 4 4i| = 4.
o R + 4
29. Evaluez }I{ ﬂ dz.
|z|=1 z
30. Evaluez I'intégrale ]{ ( % dz, ou C est le cercle de rayon 2 centré au point .
c\ZF—1
, €2Z
31. Evaluez I'intégrale ]{ W dz en utilisant la méthode de votre choix.
|z|=2 \#
; 4
32. Evaluez 'intégrale ]{ ————dz, ou C est le cercle |z —i| = 2.
c(z—1)?
, 622
33. Evaluez l'intégrale ]{ ——— dz, ot C est le cercle |z + 1| = 10,
c (z —mi)
34. Evaluez l'intégrale ]{ % dz, ou C' est le cercle |z + 1] = 10.
c\z—

2z

, e
35. Evaluez j{ ——dz.
=s (2 +1)4

, 2 i
36. Evaluez 7{ —E?)L?g;), dz, ou C est le carré de sommets 3 + 3i,3 — 3¢, —3 + 37 et
o <& —

—3 — 3¢ parcouru dans le sens horaire.

3 )
37. Evaluez j{ (=" +2 +36) sin(z >dz.
se1 (2 —=2)3(2 = 3)

38. Soit C' le cercle |z| = 2.
a) Evaluez ]4

CZ+1

dz.

b) Utilisez le résultat de a) pour montrer que

j{ (x+1)dx+ydy
=0
C (I‘+1)2+y2

et

7{ (x+1)dy —ydx
=27
c (x+1)2+42

39. Soit C' la cycloide paramétrée par z(t) = [t — sin(t)] +i[1 — cos(t)], 0 < t < 27 et soit
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40.

41.
42.

43.
44.

45.

46.

47.

a) Décrivez de fagon explicite deux méthodes différentes pour évaluer l'intégrale J;.

b) A l'aide d'une des deux méthodes données en a), trouvez la valeur de J;.

1
J:]{ 5 dz
CZ—].

a) Décrivez de fagon explicite deux méthodes différentes pour évaluer U'intégrale J.

Soit C'le cercle |z — 1| =1 et

b) A l'aide d’une des deux méthodes données en a), trouvez la valeur de .J.
Trouvez toutes les racines du polynoéme P(z) = z* — 423 + 622 — 42 + 5.

Le polynome Q(z) = 2% —62°+162% — 242342522 — 182410 admet 2; = i et 2z = 1+1

comme racines. Trouvez toutes les autres racines de P.

Montrez que 2" — 1 = (z — 1) (z — €2™/") (z — '™/} ... (z — 2= Vmi/n),
]{ sin(z) &
s|=1 2 cos(2)

*° cos(x
/ ( gdx.
oo L+
Vous évaluerez cette intégrale en passant par 1’ évaluation de I'intégrale

]{ € de
Cl"‘z

dans la limite R — oo, ou C est une courbe fermée composée de I'union du segment
de droite [—R, R], R > 0, et du demi-cercle {z € C: |z| = R,0 < arg(z) < 7}.

Evaluer

Evaluer

Indications : vous devrez utiliser la formule de Cauchy, I'inégalité du triangle ainsi
que l'inégalité du triangle inverse. Vous pouvez vous inspirer du calcul de 'intégrale

de Fresnel fait en classe.
Evaluer Uintégrale / z*sin(2%) dz, o C est le segment reliant I'origine au point 1 — .

Donner la réponse sous la forme a 4 2 b, ou a et b sont réels.

Utiliser la formule de Cauchy (et non le théoreme des résidus) pour évaluer

cos(z)
f. EENCES

et donner le résultat sous la forme a + 7 b, ou a et b sont réels.

14
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3.1 Reéponses aux exercices sur la formule de Cauchy et ’intégration

complexe

4+2i.
1+

® N o ot W
|
—_
+
.

—_ = =

Moo= O

& |
N—

Wl

=R
o
N—
S

0
0

— =
=

. Zsin(4) sinh(4) i

.a) —%Zi b) ¥y
L 7/12
. m/2
L 2m(—=1)"i/(2n)!

. 1072

[ N N N N L L e e e
= R
N\_/\_/ﬁ
S I
[N}
B
~.
=3
N~—
|
—_ O
\\_/
oo

L im sinh(10)

)

[\.)
D

. —T
0

. 5(—=cos(2) + isin(2))

R CREN
S ® 3

.2

15
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30. 27(cos(1)sinh(1) + sin(1) cosh(1) + i(—sin(1) sinh(1) + cos(1) cosh(1)))
31. 4me

32. —12m

33.
34.
35. Sime™?

36. i

37. 0

38. a) 27

39. 2m(m — 1)

40.

A1, +i, 241,

42. —i; 1 —1,2—14,2+ 14 (en plus de i et 1 + 1)
43.

44. 0

45.

46. (1 — cos(2) cosh(2))/3 + i (sin(2) sinh(2))/3.
47. —m cosh(1)/2.

16
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4 Exercices sur les séries de Laurent

1. Ecrivez le développement de Taylor de

z
1—27

f(z)

en zo = 0. Quel est le rayon de convergence de la série ?

2. Si la fonction
~cos(z)(e” — 1)

f(z) =

était développée en série de Taylor autour de 0, quel serait le rayon de convergence

sin(z)

de la série ? Ne calculez pas la série.

3. Si la fonction
z

fle) = =

était développée en série de Taylor autour de 0, quel serait le rayon de convergence

de la série ? Ne calculez pas la série.
4. Si la fonction 2,1
z5 4+
f(z) = er+1

était développée en série de Taylor autour du point zg = 0, quel serait le rayon de

convergence de la série? Ne calculez pas la série de Taylor.

5. Si la fonction )

)= —7+—
/) 1 + sin(iz)
était développée en série de Taylor autour du point zy = 0, quel serait le rayon de

convergence de la série? Ne calculez pas la série de Taylor.

6. Si la fonction
z

£e) = =

était développée en série de Taylor autour de zy = 3¢, quel serait le rayon de conver-

gence de la série? Ne calculez la série.

7. Donnez le développement de Taylor de

z
autour de zp = 2. Quel est le rayon de convergence de la série ?
2
z
8. Soit la foncti = —.
oit la fonction g(z) cos(1/7)

a) Montrez que la singularité de g en 2y = 0 n’est pas isolée.

17
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

b) Expliquez pourquoi on ne peut pas développer g en série de Laurent en zy = 0.
Soit la fonction g(z) = sin(1/2%)
a) Donnez le développement en série de Laurent de g autour de zg = 0. Pour quel
domaine (un anneau) ce développement est-il valide ?
b) Donnez explicitement les coefficients a_q,a_1,ag et a; de la série trouvée en a).

Donnez le développement de Laurent de la fonction

f(z) = —

1 —22
valide pour |z — 1| > 2.
Donnez le développement de Laurent de la fonction

cos(z)

f(z) =

(z —m)?
valide pour 0 < |z — 7| < 0.
Donnez le développement de Laurent de la fonction

1

f(Z)Im

valide pour v/5 < |z —i| < 0.
Soit
fe) = ———
2z —4)

Donnez le développement de Laurent de g» valide sur 'anneau 1 < |z — 1] < 3.

1 1
Donnez le développement de Laurent de f(2) = —; cos (—) valide pour |z| > 0.
z z
Soit f(z) = % Donnez le développement de Laurent de f valide sur les anneaux
z

a) |z| < 2. (Que remarquez-vous ici ?)
b) |z| > 2.

¢) lz+1] > 1.
Z

(z—=1)(2-2)

Ecrivez le développement de Laurent de la fonction f(z) = valide pour

a) |z] < 1.

b) [z —1] > 1.

c) 1< |z <2

d) 0<]z—2| <1

18
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

Soit f(z) = L?) Donnez le développement de Laurent de f valide sur les anneaux
Z J—

a) |z| < 3. (Que remarquez-vous ici ?)
b) |z| > 3.

c) |z —2| > 1.
z

(z—1)(2—-2)

Donnez le développement de Laurent de la fonction f(z) = valide pour

a) |z| <1 (utiliser la décomposition en fractions partielles).

)
b) 1< |z] <2
c) 0<|z—2| <1
d) |z—1|>1
z
D le dével tde L t de la foncti = ————  valid
onnez le développement de Laurent de la fonction f(2) CiDG - valide pour

a) |z] <1
b) 1<|z] <3

c) 0<|z—1] <2

)
)
)
d) |z+1] >4

Que pouvez-vous dire des séries trouvées en b) et en ¢) 7

Donnez le développement de Laurent de

7o) = 2
valide pour 0 < |z — 1| < 1.
Donnez le développement de Laurent de
7
z
RN EEEY

valide pour |z| > 2. Indice : dérivez deuz fois une série géométrique.

1
Selon la formule vue au cours, les coefficients de la série de Laurent de h(z) = — en
z

2o = 0 sont donnés par
1 h(w)

2mi Jo wntt

n

ou C est un cercle centré a l'origine.
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a) A partir de la formule ci-dessus, calculez le coefficient a_; en évaluant directement

I'intégrale (i.e. en calculant explicitement I'intégrale curviligne.)
b) Calculez ensuite le coefficient a,, pour n # —1.

c) Donnez la série de Laurent de h en 0. Que constatez-vous ?

20



Polytechnique Montréal MTH2120 - A18

4.1 Reéponses aux exercices sur les séries de Laurent

LY >,z R=1
T
2

™

/2

N e W

_§+%Z’Zo:1(]‘+#)<z_2)n,R:1

21
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5 Exercices sur le calcul des résidus

1. Déterminez la nature des singularités (pole, singularité essentielle, singularité appa-

rente) de la fonction.

B 22 —22+1
RUEAS Al ey ey
o1/(=2)
b) J(2) = S
) 19 E=Dite=)
4 J(z) = sin12 z
1
¢) J(z) = cos(1/z)
£) f(z) =e*(z +1)
g) f(2) = Colsz
h) f(z) = 2t — 3z 2—23_z4+ 72+ 6
i) f(z) = cos (%)
671/2
) f(z) = Zcos(2)
6l/z
k) J(z) = 2% cos?(z)

2. Déterminez la nature de la singularité z; = 0 pour la fonction dont le développement

de Laurent pour 0 < |z — zy| < p est donné, et donner le résidu de la fonction en

Z():O.
1 1 1 1
3, 2, + L L 5
a) 27°+z +22 +6+24Z+1202+
i ZQn—2
b) ) (=1)"5—;
— (2n +1)!
= 1
c) ;n!z”

22
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3. Montrez que zp = 0 est une singularité essentielle de f(z) = et que cette

sin(1/z)
singularité n’est pas isolée.
4. Démontrez le résultat suivant :

Soit h une fonction analytique en zj et telle que z(, ou est une racine d’ordre

m de h. Alors z, est un pole d’ordre m de la fonction f(z) = 1/h(2).
5. Montrez que z, est une singulartié apparente de f si lim f(z) existe (méme si f(zo)
n’existe pas). o
6. Donnez le résidu de chacune des séries de ’exercice 2 ci-dessus.
7. Pour chacun des problemes ci-dessous, déterminez la nature des singularités de la

fonction a intégrer, puis évaluez l'intégrale a ’aide du théoreme des résidus. Exprimez

vos réponses sous la forme a + ib.

1
e (25 9) % Réponse: —m/2T.
Y ]I{zﬂ:s 2(:2+9) éponse : —1/

2z
e , 10 .
b) Jo :j[ —5dz.  Réponse : 29—!7rz.
|z+1|=10 #

cos(z) /
B i 1 R L 0.
o ﬁ[z::a Sin2(z)—1/2 < éponse

1
d) Jy= 7{ 2% exp (2—2) dz, ou C est une courbe fermée simple entourant 1’origine.
C z

Réponse :

1 22
2

(2
e) Js = ?{ sin(z”) dz. Réponse : 0.
||

8. Donnez le résidu des fonctions au point indiqué.

2
a) f(Z):m,eﬂzoz—l
22
b) f(Z) = m, €n 2o = —1
c) f(z)= @, en zo =7m/2. Réponse : 1.
z—1
d) f(Z) = m, €en 2gp = 0
ef—1
e) f(z)= R en 2o =0
sin z

f) f(z) =5 en 2o =10
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10.

11.
12.

4iz
®) fe)= oo =

h) f(2) = 2z%cos*(1/2), en 2o = 0

1
(z4+4)(z—1)3
Soit f(z) = g(z)/h(z), ou g est une fonction analytique en a. Si h est analytique en a

en chacune de ses singularités.

Calculez le résidu de la fonction f(z) =

et si ce point est une racine simple de h, montrez que

Res(f;z=a) = g’((ccbz))

Montrez que si zq est une singularité apparente de f alors Res(f;z = z) = 0.

Evaluez les intégrales suivantes.

a) ]{ 22D dz ot C est le cercle |z —i| = 2.
c

b) ]{Z|lesin (1/2)d=

c)% S Réponse : —4misinh(7/2).
|z

|=3 COS 2

d) ]{ Bellz dz
|z]=1

eZ
e ———dz
) ]{Z|24 (22 + m2)2

2

t

f) ]{ COS(Z)dz, out>0.

3
pl=1 #

) j{ s.mz dz, ou C est le cercle |z —im /2| = 2.
¢ sinh z

cosh(3z
) ]{ —( 5 ( 9)) dz, ou C est une courbe fermée entourant les points 0 et —3 mais pas
o 2(22 —
le point 3.

62
i ——dz.
O e L

1
j) f 2% sin (—) dz, ou C est une courbe fermée simple entourant l'origine.
C z

ez
k —d
) ?{,_iQ 22(22 + 4) -
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1
) 74 _
|2|=5 COS 2 + 1

13. Evaluez les intégrales suivantes.

T 1
a) /0 md@, ouk>1. Réponse: n/vk?—1.

™ cosf
b ———df $ : :
) /0 T Scosd Réponse : 7/60

> 1+ cosf
—db. 5 221/ 3.
c) /0 5~ T cos(20) df. Réponse : 27/3

2

1

d) / — df, ou a,b,c sont des nombres réels tels que a > 0 et
o a+bcosf+ csind

a’ > b* + 2.
2
14. Evaluez / % cos(sin 0) db. Indice : calculer 55'2‘:1 % dz de deux fagons différentes.
0

15. Montrez que

/2’7r 1 2
o a2cos?f+b2sin’0 ab’
ou a,b > 0.

16. Montrez que

/7r cos’" 9 dh = m(2n)!
o 22n(pl)2’

pour n € N. Indice : utilisez la formule du binome (a +b)™ >0, ( T > albm,
17. Utilisez I'inégalité du triangle pour montrer que
2] = fw[] < [z —wl.
18. Evaluez les intégrales suivantes.

e 1
a) / —————dx. Réponse : 7r\/§/6.
0

a2+ 1

(%) $2
b d
) /oo @2+ )2+ 4) "
o0 1
o [ mremd
o0 1
d) /_oox4+:v2+1d$
(§] _00—332-1-33'-1-1 xZ. eponse : \/?—)6 S .
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f) / cos(sz) dx,ou s <0
0

2 +1

* cost , — .
h) /0 mdt. Réponse : ;7= ¢ 1/vV2 (sin(1/v/2) + cos(1/v2)).

o t
i) /0 (ij_(—i#dt, a €R.  Réponse : % (1+|al)eldl
')Eale/oo d €R. Réponse : —
valuer —— . a : nse : ——.
J o @ FaP P AP
> sin(z)

19. Evaluez I'intégrale de Dirichlet / en suivant les étapes ci-dessous.

0 x
iz

a) Posez f(z) = — et évaluez
2

j{ ROL2

Fre=[e, RIUCRU[-R,—€]UC,,

ou

avec 0 < e < R, et ou
- [€, R] est le segment de I’axe des réels allant de € a R.
- CR est le demi-cercle défini par |z| = R, Im(z) > 0.
- [-R, —¢] est le segment de I’axe des réels allant de —R a —e
- C¢ est le demi-cercle défini par |z| =€, Im(z) > 0.

b) Exprimez l'intégrale fFR f(2)dz comme une somme de quatre intégrales com-

plexes et déterminez ce que devient chaque intégrale lorsque R — oc.

c¢) Considérez I'expression obtenue a 1’étape b) en prenant la limite lorsque R — 0.
Regroupez les intégrales de cette expression de fagon judicieuse puis prenez la

limite lorsque € — 0.

d) Trouvez la valeur de 'intégrale de Dirichlet en utilisant les résultats obtenus aux
étapes a) et c).
20. Montrer que

e 1 - " (4n)!
i ~ (0.469867 7.
/0 o (1+x2) T 2n+ '24n+1 [(2n)1]2 .

n
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Indications : 1) Pour les braves seulement ; 2) sin(z) = Y, (—}r)lk), 221 série de

(k
2
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6 Exercices sur les systémes linéaires en temps discret

1. Soit le systeme défini par I’équation aux différences
y(n) =ay(n—1)+2z(n) —xz(n—-1), n€{0,1,2,3, ...},
ol a € R est une constante.

a) Utiliser la méthode des itérations pour montrer que
y(n) = T(x(n)),

= a"My(=1) + ) a"F (w(k) — 2k - 1)),

Ce systeme est-il causal 7 Justifier votre réponse.

b) Montrer que le systéme est linéaire seulement si y(—1) = 0, ce qu’on supposera

vral dans la suite.

¢) Montrer qu'il suffit de supposer que x(n) = 0 pour n < 0 pour que le systeme soit

stationnaire, c.a.d. que T'(z(n —m)) = y(n —m) pour tout n > 0 et 0 < m < n.
d) Montrer que la réponse impulsionnelle h du systéme est donnée par

h(n) = a® —a"tsi n>1,
1si n=0,

et vérifier que T'(z(n)) = (h * x)(n).
e) Montrer que ce systéme stable si |a| < 1.

f) Montrer que la fonction de transfert est donnée

z—1
z—a

H(z) =

g) Montrer que si z(n) = 0 pour tout n < 0, alors
y(n) = Zak (x(n—k)—xz(n—Fk—-1)).
k=0

h) Soient ¢(Z) et £(N) les espaces des suites infinies & valeurs complexes définies sur Z

et N respectivement ( donc de la forme (..., 2(—1),z(0), z(1), ...) et (x(0), z(1), z(2), ...

Le résultat du g) ci-dessus définit un systeéme linéaire stationnaire T par

T:07Z) — 0Z)

o0

z(n) w yn) =Y d* (@(n—k)—z(n—k-1)).

k=0
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Soulignons que les opérateurs T et T ne different que par leur demaine de

définition puisque

T:(N) — ((N)

z(n) — yn)=Y d"(@n—k) —zn—-k—1)).
k=0
Si on définit la suite z; : ¢(N) — ¢(N) par x(n) = x(n) pour n > 0 (z et =,
different par leur domaine de définition mais ont les mémes valeurs pour n > 0),
alors le SLS T satisfait T'(x(n)) = T(x4(n)), n > 0, pour toute suite z(n) € ¢(Z)
telle que z(n) = 0 pour tout n < 0.

Montrer que les suites 2™ € ((Z), ou z € C est une constante, satisfont
T(z") = H(z) 2" pour |z| > |al,

ou H(z) est la fonction de transfert. On dit alors que 2™ est une fonction propre

de T, et que H(z) est la valeur propre associée.
2. Pour le systéme de différence avant, défini par T'(z(n)) = z(n + 1) — z(n)

a

b

Montrez que T' est linéaire.

Montrez que T’ est stationnaire.

d) Vérifiez que T'(z(n)) = (hr * x)(n)

Le systeme est-il causal 7 Est-il stable ?

)
)
c¢) Calculez la réponse impulsionnelle hy-.
)
)
)

f) Déterminez la fonction de transfert.

3. Pour le systeme de moyenne mobile défini par T'(z(n)) = m ZkN:_Mx(n — k),
M,NeNet M <N

a

b

Montrez que T est linéaire.

Montrez que T est stationnaire.

d) Vérifiez que T'(z(n)) = (hr * x)(n)

)
)

c¢) Calculez la réponse impulsionnelle hy.
)

e) Le systéme est-il causal ? Est-il stable ?
)

f) Déterminez la fonction de transfert.

4. Démontrez les propriétés suivantes du produit de convolution :
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f*g=gx* [ (commutativité)
(f*g)«h=fx(g=h) (associativité)

f*9 = f (élément neutre)

5. Calculez la convolution (f  g)(n) si
a) f(n) = a™u(n), g(n) = B"; pour quelles valeurs de « et  la convolution est-elle
définie ?
b) f(n) =u(n—1) et g(n) = nu(n)

6. Considérons un SLS discret dont la réponse impulsionnelle est h(n) = u(n), ot u est

la fonction échelon.

a) Utilisez la convolution pour calculer la réponse y(n) du systéme au signal z(n) si
(i) z(n) =u(n —1)
(i) z(n) =d0(n—1)+d(n+1)
(ili) z(n) =u(n+ N)+u(n— N),ou N € N.
b) Déterminez la fonction de transfert du systeme.
7. Considérons un SLS discret dont la réponse impulsionnelle est h(n) = u(n)a™, ou u
est la fonction échelon et o € C.
a) Le systéme est-il causal ?
b) Pour quelles valeurs de « le systéme est-il stable ?

c¢) Utilisez la convolution pour calculer la réponse y(n) du systeme au signal z(n) si

(1) z(n) = u(n)
(i) z(n) = #, pour n > 0 (z(0) = 0), ot @ € C; quelle est lim y(n) dans

n—oo
ce cas”?

d) Déterminez la fonction de transfert du systeme.
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6.1 Reéponses aux exercices sur les systemes linéaires en temps

discret

2. ¢) hr(n) =6(n+1)—0(n) e)non;oui f) H(z)=2-1
1 si =M <n<N

0 sinon

ejouisi M =0;oul. f) H(z)= m%
5.0) (fxg)(n) = 5= sila| < |8 b) (fxg)(n) =3n(n—1)u(n—2)
6. a) (i) y(n) =nu(n—1)
(i) y(n) =u(n —1)+u(n+1),
(2 sin>1,
= 1 si —1<n<1,
[ 0 sinon.

(ili) y(n) =+ N+ 1Lun+N)+ (n—N+1)u(n — N),
[ 2n+2 sin> N,
=4¢ N+n+1 si —N<n<N,
L 0 sin < —N.
b) H(z) = % pour |z| > 1
7. a) Oui
b) Stable si |a| < 1
() y(n) = 525~
(i) y(n) =a™> 1, (711):& = a"In(1/2) lorsque n — oo.
c) H(z) = =

zZ—Q

31



Polytechnique Montréal MTH2120 - A18

7 Exercices sur la transformée en 2z

1. Calculez la transformée en z de chacune des fonctions suivantes.

a) f(n)=n

b) f(n) =n? qlt 1

o) M) =5

d) f(n)=1-(-5)"

e) f(n)=ne "

f) f(n)=e™ —uln—1)+e ™ Hun —1)
g) f(n) =n?c" ot ceR.

h) f(n) = %pourn>0etf( ) =0
) f) =5

i) f(n)=2n—3(n—1u(n—1)

k) f(n) =" cos(an)

1) f(n) =r"sin(an)
m) f(n) =n®+1

n) f(n) = (n—2)%u(n—2)

o) f(n)=3"n?

2. Démontrez les propriétés suivantes de la transformée en z. On note F(2) = Z(f(n)).
a) Z(n(n+1)f(n)) = 22F"(2)
b) Z (n2f(n)) = 2F'(2) + 22F"(2)
(Z ek ) _F(2)
) Zon 7o) = 22 1)

3. Calculez la transformée en z inverse des fonctions suivantes.

2
a) F(Z)Im
1
R PRy )
) F&) = 3=o57
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N e = 2

¢) F(z) = ﬁ

D PG - S

) FO) = o
h) F(z) = %—55)2

) P - 2

) PG -

4. Résolvez les équations de récurrence suivantes a ’aide de la tranformée en z.

fn+1)—=3f(n) =4 avec f(0) =1

Fn+1) = 3f(n) = 3" avec f(0) =2

f(n+2) =2f(n+1)+ f(n) =n® avec f(0) =3 et f(1) =
2f(n+3)—=3f(n+2)+ f(n)avec f(0) =0, f(1)=1et f(2)=—4

fin+2) = f(n+ 1)+ f(n) avec f(0) = 0 et f(1) = 1 (f(n) est la suite de

Fibonacci.)

f) f(n+3)=3f(n+2)+3f(n+1)— f(n)=1avec F90) =1et f(1) = f(2) =0
0

g) f(n+4)—4f(n+3)+6f(n+2)—4f(n+1)+ f(n) =n avec f(0) = f(3) =0 et
f)=f@2)=1

h) f(n+2)—2f(n+1)+ f(n) =0 avec f(0)=Aet f(1) =B

i) f(n+2)+2f(n+1) + f(n) =n2" avec f(0) =1et f(1) = -

) fn+2) =4f(n+1) +4f(n) = 10" avec f(0) =0, f(1) =1

5. Considérez un systeme linéaire discret décrit par I’équation de récurrence suivante :
yn+2) —=3y(n+1)+2y(n) =x(n+1) — z(n),

avec z(0) =0 et y(0) = y(1) = 0.
a) Trouvez la fonction de transfert H(z) du systeme.
b) Trouvez la réponse y(n) du systeme au signal entrant z(n) = 2"u(n — 1) en

calculant y(n) = (h* x)(n), ou h est la réponse impulsionnelle du systeme.
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c) Trouvez la réponse y(n) du systeme au signal entrant xz(n) = 2"u(n — 1) en
calculant Y (z) = H(z) X(z), ou X(2) est la transformée en z de z(n), puis en

inversant Y'(z).

6. Considérez un systeme linéaire discret modélisé par 1’équation
2y(n+2) — 3y(n+ 1)+ y(n) = 2(n+2) — 2(n +1), n >0,

avec y(0) = y(1) = z(0) = 2(1) = 0.

a) Déterminez la fonction de transfert de ce systeme.

b) Déterminez la réponse impulsionnelle du systéeme.

c¢) Utilisez une convolution pour trouver la réponse y(n) du systeme au signal entrant
z(n) = u(n). Que devient y(n) lorsque n — oo ?

d) Evaluer Y (z) puis en déduire y(n) avec une transformée en z inverse.
Rappel : >~ a" = loa™tl

l—a

7. Considérez un systeme linéaire discret modélisé par 1’équation
yin+2) —4dy(n+1) +4y(n) = x(n + 1) + 4z(n).

a) Déterminez la fonction de transfert de ce systeme.
b) Déterminez la réponse impulsionnelle du systeme.

c¢) Utilisez une convolution pour trouver la réponse du systeme au signal entrant

x(n) = 2"u(n).
Indice : > _, ka* = oz (@ [(n+1)(a—1)—1]+1) et Sk =3n(n+1).
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7.1 Réponses aux exercices sur la transformée en z

1. a

(z—
2(22 fz+2)
(z—1)

V/zarctanh(1/4/2)

o

C

d

6z
(z=1)(2+5)

ze”?
(z—e™%)?
2

e

ez“—ez—e+1
(z—1)(ez—1)

cz(z+c)
(z=c)?

In(z/(z—=1)), |z| > 1
c/z

—

(o)

h

1

2z—3

1) 1)

k
1

(z—rcos(a))z
22—2rz cos(a)+r2

rzsin(a)
22—2rz cos(a)+r?
422 (22 —22+47)
(z=1)*

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
H) z+1
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

m

2(z—1)3
3z(z+3)
(2-3)?

(—=1)"(n — 3)2"3u(n — 3)
3(=1)"(2" = 2u(n—1)

2

@
o ® o

c) cos(mn/3) + \}gsin(ﬂn/?))

d) 2"(n?+3n+2)

In(n? —1)cn2

€)%

lan s

(=D)™(4n+1)

2 _p—3

o

h) 5(2n5" —3-5")u(n — 1)
i) 2"(n+ Du(n — 1)
n+1

F(0)=0, f(1) =1/4, f(n) = GR(9n~16),n > 2,
3l — 2

J

L
o

b) 3"(2+ 3n)

L(n* — 4n® + 5n? — 26n + 36)

€) 12

=
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8
33n

V5

t(n®—Tn

6)

0
A(l —n)+ Bn

~— S S ~—r
—_
DO

210 — Lon - Spon

ot
o

z—2

21 (n — 1 u(n —2)

o

o
—_ D N N D

z
2z—1

vt u(n)

&
o

o

22
) Y(2) = m=ien
7. a (;j;)z

o

2" (3n—1) u(n)

()" (8

S(—1)" — 52" + gn2" —

Ln(n — 3)(n® — Tn? + 14n — 68)

2
gn

(1 - 5% ) u(n) — 1sin — oo.
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8

Exercices sur la distribution delta de Dirac

1

. Montrez que la suite de fonctions définie par ¢, (t) = 22 vérifie la propriété

/_ b0 (1) di = £(0)

pour toute fonction continue f.

1
. Montrez que d(at) = — §(t) (au sens des distributions) pour tout a > 0.

lal

. Montrez que §(—t) = §(t) (au sens des distributions).

1
. Montrez que 6(t* — a*) = 5 [6(t + a) + 6(t — a)] (au sens des distributions) pour tout

a
a > 0.

. Montrez que §(t) = —t4'(t) (au sens des distributions) .

. Soit ty > 0. Donnez un sens a l'intégrale

J—/Ood(t—to)f(t)dt

puis montrez que J = f(ty) sia <tget J =0sia>t.

. Un peigne de Dirac est une distribution de la forme

P(t) = i 5(t — nT),

ou T' est un nombre réel positif. Une telle distribution sert a modéliser une suite

d’impulsions a des intervalles de T

Calculez la transformée de Laplace du peigne de Dirac suivant :

ft)y=> 6(t—n).

Donnez votre réponse sous la forme la plus simple possible. Pour quelles valeurs de s

la transformée est-elle définie ?

Réponse : =<~ pour Re(s) > 0

es—1

. Montrez que la suite de fonctions définie par 4, (t) = %2, ou n € {0,1,2,...},

T 14n2t2)
satisfait les propriétés
lim 6,(t) =0, t #0,

n—o0

et
b

lim [ 0,(¢)dt =1,

n—oo
— a

oua < 0etbd>0sont des constantes.
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9. Soit 4, un modele du delta de Dirac qui satisfait lim,, .. ff dp(x)dz = 1 pour tout

a <0 et b>0.On associe a d,, une approximation u,, de la fonction échelon u définie

par u,(z) = / dn(t) dt. La fonction w,, satisfait w,, — u si n — oco. On définit

b= [ e ar

ou ¢ est une fonction dérivable sur R qui satisfait lim, 4., p(z) = 0.

a) En utilisant U'intégration par parties, montrer que

uz%@ﬂwﬂmww@j/%uMWMx

b) Déduire du a) que
lim 7,, = ¢(0).

n—oo
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9 Exercices sur les systemes en temps continu

1. Soit le systeme défini par I’équation différentielle

y —ay=uxz(t), t >0,
y(O) = Yo,

ol a € R et yy € R sont des constantes.

a)

Utiliser la méthode du facteur intégrant pour montrer que

y(t) = To(z(t)), t
_ ettt / 02 () d.

Le systeme T est-il causal ? Justifier votre réponse.
Montrer que Ty est linéaire seulement si iy = 0, ce qu’on supposera dans la suite.

Pour tester la stationnarité d'un systeme 7', il faut comparer y(t — 7) avec
T(z(t — 7)) pour tout (¢,7) € R*. Comme —oo < t — 7 < oo pour (t,7) € R?,
l'opérateur T' doit agir sur des signaux x(t) qui sont défini pour tout ¢ € R. Dans

ce but, on définit 'opérateur T' par
t
T(a(t)) = / e 0=0)2(6) db, t € R. @)
On a ainsi y(t) = T'(z(t)) pour tout ¢t > 0 si z(t) = 0 pour t < 0, ce qu'on
supposera dans la suite.

Montrer que 7" défini par (2) est stationnaire.

Montrer que la réponse impulsionnelle i de l'opérateur T' est
h(t) = et u(t),

ou u désigne la fonction échelon, puis vérifier que (h x z)(t) = T(z(t)).

Vérifier que la fonction e*!, ou s € C est une constante, satisfait
T(e®") = H(s)e®" pour Re(s) > a,

ou H(s) est la transformée de Laplace de h. On dit que e est une fonction

propre de T et que H(s) est la valeur propre associée.

2. Soient deux fonctions f: R — Ret g : R — R telles que f(t) = g(t) = 0 pour tout
t < 0. Montrer que

() = utt) | " £(6) g(t — 6)db.
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3. Soient deux fonctions f : R — R et g : R — R telles que f(¢) = 0 pour tout ¢ < a et
g(t) = 0 pour tout ¢ < b. Montrer que

(f *g)(t) = u(t — (a +D)) /t £(0) gt —6)do.
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10 Exercices sur la transformée de Laplace

1. Montrez que la transformée de Laplace est linéaire, c¢’est-a-dire que
L{af(t) +bg(t)} = al{f(t)} +bL{g(t)}.

2. Montrez que L{f(t — a)u(t —a)} = e *F(s), ou a est une constante.

3. Montrez que L{f'(t)} = sF(s) — f(0).

4. Montrez que L {t"f(t)} = (—1)"F ™ (s). Prenez pour acquis qu'il est possible d’inter-
changer les opérations de dérivation et d’intégration si nécessaire.

5. Montrez que si f est de type exponentiel « et g est de type exponentiel 3 alors fg est
de type exponentiel o + 3.

6. Sans la calculer explicitement, déterminez pour quelles valeurs de s la transformée de
Laplace F'(s) = L{f(t)} est définie.

1
b) f(t) = 1
2
Q) J1) = o
d) f(t)=e""
e) f(t) =t
f) f(t) = t*2!, ol k est un entier positif
g) f(t) =1 +e
h) f(t) = tsin(t)
D) f(t)=e"

7. Utilisez les propriétés de la transformée de Laplace ainsi que les formules pour les

transformées usuelles pour calculer la transformée inverse des fonction suivantes.

0 Bl =0
b) Fls) = (s+1)8(8—|—2)
) Fls) = 5

d) F(s)= —> !
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

1 2
e) F(s)zs—g—m

£) F(s) =

(s—1)2(s+1)

Résolvez I’équation différentielle suivante a 1’aide de la transformée de Laplace :
y'(t) + 4y(t) = tu(t), y(0) =y'(0) =0.

Résolvez I’équation différentielle suivante a ’aide de la transformée de Laplace :
y'(t) —y(t) = cost, y(0) =y'(0) = 0.

Résolvez 'équation différentielle suivante a ’aide de la transformée de Laplace :

y'(t) +y'(t) — 2y(t) = u(t)e™, y(0) =y'(0) =0.

Trouvez la fonction de transfert correspondant aux équations différentielles suivantes.

Supposez que toutes les conditions initiales sont nulles.

a) y"(t) +y'(t) = 2(t)
b) y"(t) = y(t) = 2'(t) Rép. :
c) y"(t) +2y"(t) — y'(t) — 2y(t) =2z(t) —2'(t) Rép. : o5ty

En utilisant la TL inverse calculée avec un calcul de résidus, déterminer la réponse

)+
) —

impulsionnelle pour les SLS de I'exercice précédent, et donner 'expression de y en

fonction de x pour une entrée x quelconque.

a) y"(t) +y/(t) = =(t)
b) y"(t) — y(t) = 2'(t)
) y"(t)+2y"(t) — y'(t) — 2y(t) = 2x(t) — 2/(t) Rép: h(t) = je' —3e7 + Ze72!

Démontrez les propriétés suivantes de la convolution :
a) fx0=f.
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b) fxg=g=xf.
c) fr(gxh)=(fxg)*h.
16. Soit f la fonction définie par

ﬂﬂ:{l si—1<t<l

0 sinon.

Calculez la convolution de f avec elle-méme, c’est-a-dire (f * f)(t). Esquissez aussi le

graphe de la fonction f x f.
17. Soit les fonctions définies par

ﬂﬂ_{o sit <0

et sit>0

1 si0<t<1
g(t) = .
0 sinon .

a) Calculez la convolution f * g a partir de la définition.
b) Calculez la convolution f * g a I'aide du théoréeme de convolution pour la trans-
formée de Laplace.

c) Laquelle des deux méthodes vous semble la plus simple ?
18. Soit f la fonction définie par

ﬂﬂ:{ﬂsmgtgl

0 sinon.

Calculez la convolution (f * u1)(t), ot uy(t) =1 si ¢t > 1 et 0 sinon, de deux fagons :
a) A partir de la définition de la convolution.

b) En utilisant le théoreme de convolution pour la transformée de Laplace.

c) Esquissez les graphes de f, u; et f x u; sur un méme systeme d’axes.

19. Une preuve tres simple du théoréme de convolution pour la transformée
de Laplace (TL) : Considérons un systeme linéaire stationnaire (SLS) causal qui
agit sur des signaux x : R — R tels que z(t) = 0 pour ¢ < 0. La sortie y(¢) du systeme
prend donc la forme y(t) = (z * h)(t), ou h est la réponse impulsionnelle du SLS,
c’est-a-~dire

y(t) = /000 x(0) h(t — 0) do.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

En appliquant la transformée de Laplace (TL) a cette identité et en utilisant sa

linéarité, on obtient directement

ou Y(s) := L(y(t)).
a) Montrer que L(h(t — 0)) = e *H(s), ot H(s) := L(h(t)).
b) En déduire que Y (s) = H(s) X(s).

Calculez la transformée de Laplace (T.L.) inverse de

e s
s—2 (s—2)?

de deux manieres différentes : 1) en utilisant les propriétés de la T.L. et les tables; 2)

en utilisant le théoreme des résidus (donc sans les tables).

On considere un systeme linéaire stationnaire modélisé par I’équation différentielle
y'(t) +3y'(t) +2y(t) = x(t), t €R,

avec y(0) = ¢'(0) = 0 et z(t) = 0 pour ¢t < 0. Utiliser la transformée de Laplace
pour déterminer la réponse impulsionnelle du systeme, puis déterminer la réponse du
systeme au signal entrant x(t) = e "u(t).

On considere un systeme linéaire stationnaire modélisé par I’équation différentielle de
Iexercice 13 a). Déterminez la réponse du systeme au signal entrant x(t) = u(t) —
u(t —1).

On considere un systeme linéaire stationnaire modélisé par ’équation différentielle de
I'exercice 13 b). Déterminez la réponse du systéme au signal entrant x(t) = e *u(t)

en évaluant h * x.

On considere un systeme linéaire stationnaire modélisé par ’équation différentielle de

I'exercice 13 c). Déterminez la réponse du systeme au signal entrant z(t) = u(t).
On considere un systeme linéaire stationnaire dont la fonction de transfert est

1
s242s+C"

G(s) =

ou C' est une constante réelle. On dit que le systeme est stable si sa réponse impul-

sionnelle tend a zéro lorsque t — oo.

Déterminez toutes les valeurs de C' pour lesquelles le systeme est stable.
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26. Soit le systeme linéaire stationnaire (SLS) défini par

y'+2 +y=a(t), teR,
y(0) =y'(0) = 0.
a) Utiliser la transformée de Laplace pour évaluer la fonction de transfert H(s) de ce
SLS.

b) Utiliser le théoreme des résidus pour évaluer la réponse impulsionnelle h(t) = L7(H(s))
du SLS.

c) Pour ce SLS, la réponse y(t) a une entrée xz(t) est de la forme y(t) = T(x(t)).

Donner l'expression explicite de T'(x(t)).

d) Evaluer la réponse du SLS & I'entrée z(t) = §(t —a), ot a > 0 et § désigne le delta

de Dirac.
27. Evaluer u(t) x u(t — a), ot a € R est une constante. Réponse : (t — a) u(t — a).

28. Evaluer le produit de convolution continu (2 u(x)) * u(z). Réponse : s 2% u(x).
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10.1 Reéponses aux exercices sur la transformée de Laplace

@D @ ) ) @ ) )
—~ o~ o~ o~~~ o~
VA VA VA VA
N N NN

vV

—

=

—

(@)

~

D

7. a) u(t —1/2) +u(t —2)e 1+
267225 _ eft

5
ﬂt4€5t
= sin(3t) — 5 cos(2¢)(t — 18)

%tz + 2 —cosht
(e7t + e (2t + 3))

W=

1

1

s(cosht — cost)

10. #(e™" — cosht + 2sinh )
2

11. 2et+t—1
12. y(t ) == smh(2t — R)u(t —4) + lecosh(2t) 1
13. a) g

b) 1—

c¢) cosht

d) 3(4e % —4cosht + 5sinht)

16. (f+ f)(t) = (24 )[u(t +2) — u@)] + (2 = )[u(t) — u(t - 2)]
17. (fxg)(t) = (1 —eDult) — (1 — e )ult —1)

18. (fxup)(t) = 2(t — 1)3[u(t — 1) —u(t — 2)] + u(t — 2)

19. Bla bla.

20. 6(t — 1) + (2t + 1)e* + e u(t — 2)

21. h(t)=et—e 2 yt)=(t—1) et +e 2
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22.
23.
24.

11

1(e® + 2t — 1)e tu(?)
su(t)(e' +9e " — 4e — 6)
C>0
Exercices sur les séries de Fourier
Soit f et g deux fonctions de période 2L qui satisfont aux conditions du théoreme de
Dirichlet.
a) Montrez que
I R — N —
o [ @ = 3 e
ou ¢, et d,, sont les coefficients de la série de Fourier complexes de f et g respec-
tivement. Utiliser 'orthogonalité des fonctions e, (z) := e™™*/L soit
1 [t 1 si n=m
— e (x)en,(x)dr = ’
2L ) _; n(@)em (@) { 0 sinon.
b) Montrez comment on peut déduire I'identité de Parseval du résultat prouvé en a).
Soit f une fonction définie sur lintervalle | — L, L[. On considere la série trigo-
nométrique

N
sy(x) = % + Z o, cos(nma /L) + By sin(nwa/L).
n=1

Montrez que la distance entre les fonctions f et sy, définie par

L
F(ao, a1, g, ..., i, B, B2y oovy Br) 1= / [f(z) — sn(z)]* du,

L

est minimale lorsque les coefficients «,, et 3, sont les coefficients de Fourier de f.
Vous utiliserez les conditions d’orthogonalité

L
%/ cos(nmx/L) cos(mmx /L) = 0pm,
~L

%/i sin(nmx /L) sin(mrx/L) = 0pm,
ou 0 désigne le delta de Kronecker (d,,,, =0 si n # m et 6,, = 1).

Indications : (1) Si une fonction F' : R® — R est minimale au point z € R", alors
VF(z) =0.(2) & [, Gla, z)de = [ 24 dy.

a
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3. Soit sy (x) = “7°+ZnN:1 a, cos(nmx/L)+b, sin(nwz/L), ol a, et b, sont les coefficients
de Fourier de f. Montrez que f — Sy est orthogonale a toute combinaison linéaire des

fonctions cos(nmx/L) et sin(nmx/L) pour n = 0,.., N. Autrement dit, montrez que

(f = 3n,8n) = / [f(x) = §y(x)]sy(x)dz = 0.

-L
Remarque : Ceci montre que Sy est la projection orthogonale de f sur le sous-espace
engendré par les fonctions cos(nmz/L) et sin(nmz/L) pour n =0, .., N.

4. On définit une onde carrée de période 27 en prolongeant de facon périodique la fonction

f définie sur | — 7, 7[ par

0, —mt<x<0

flz) = :

1, O<z<nm

a) Déterminez la série de Fourier de f sous forme réelle.

b) Déterminez la série de Fourier de f sous forme complexe.

¢) Vers quelle valeur les séries trouvées en a) et b) convergent-elles lorsque z = 07
r=m/27x=—17

5. Soit f la fonction définie par f(x) = sin(x) sur [0, 7].

a) On considere un prolongement périodique pair de période 27 de la fonction f. Cal-
culez la série de Fourier de la fonction périodique résultante d’abord sous forme
réelle, puis sous forme complexe (Indication : sin(a) cos(b) = (sin(a + b) + sin(a — b)) /2).

b) On considere un prolongement périodique impair de période 27 de la fonction f.
Calculez la série de Fourier de la fonction périodique résultante d’abord sous forme

réelle, puis sous forme complexe.

¢) Evaluer

S 1
2 T 1

=0

3

6. Soit f la fonction définie sur [—1, 1] par

r41/2, —1/2<z<0
1/2—2z, 0<x<1/2

0 sinon.

a) Trouvez la série de Fourier de f sous forme réelle.
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b) Trouvez la série de Fourier de f’ (sous forme réelle).

c) Intégrez la série trouvée en a) terme a terme, de 0 & x. La série obtenue la série de

Fourier de quelle fonction ?

7. Soit f la fonction périodique de période 27 définie par

-1, —7<x<0
flx) =

1, O<x <.

a) Montrez que la série de Fourier de f est
4 sin((2n+ 1))
T ; 2n+1

b) Calculez la dérivée de la série s terme a terme. Cette dérivée est-elle égale a f'(z)

(la ou cette dérivée existe) ? Sinon, pourquoi ?

¢) Montrer que

e) Intégrer la série de Fourier s(x) et évaluer la fonction résultante en un point bien

choisi pour montrer que
o0

> e s
~(2n+1)2 8"
f) Montrer que la série de Fourier de f s’écrit aussi sous la forme complexe

()_ 2% 0 ei(2k+1)az
TR A okr 1

8. On définit une fonction de période 27 en prolongeant de fagon périodique la fonction

f définie par f(z) = 2* sur | — 7, 7.

a) Montrez que
TL

— % i cos(nz)

sur | — m, 7[.
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b) Montrez que

sur | — m, 7[.
¢) Montrez que
z(m —x)(7m + x) —122 smnm)
pour —m <z < 7.

9. A l'aide des séries trouvées a 'exercice 8, calculez la somme des séries suivantes.

— n2 4 9 16

<1 1 1 1
b =14+ — 4+ —+ —
)nzln4 +16+81+256+

10. Sachant que
12 SN (1)t
r—at == = sin(nmx)

73 n3
n=1

pour —1 <z < 1, évaluez les sommes suivantes.

= 1y
) 2 Gt 1y

n=0
— 1
b) Zlﬁ
1
11. Soit la suite définie par 6,,(z) = %—FWZCOS kx)pourz €|—m w[,oun=1,2,3,...

k=1
La limite de 0, () quand n — oo est infinie en = 0 et indéfinie pour x # 0. Pourtant,

nous allons voir que cette suite est une variante du delta de Dirac.

a) Montrez que dn(x)dz =1 pour n > 1.

1

b) Montrez que 6(x) = Py
m

+ = Z cos(nzx) (au sens des distributions) pour x €] — 7, 7],

c’est-a-dire que
lim [ 6,(x) p(x) dz = ¢(0),

n—oo [
ou ¢ est une fonction-test réguliere quelconque définie sur [—, 7).

Indication : considérer la série de Fourier du prolongement périodique de .
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12. On applique une force périodique a un systeme masse-ressort. La position z(t) € R

de la masse satisfait ’équation différentielle
Y +wiy = F(t), (3)

ol w > 0 n’est pas un entier. La force F'(t) est une onde carrée périodique de période

27 définie sur une période par

-1 s1i —7w<t<O
F(t) = v |
1 si O<t<m.

a) Montrer que

2 eint
Ft)=-=
(h=-- n;@ -
n;npair
n#0

b) Trouver la solution générale de 1'équation différentielle (3). Vous chercherez la

solution particuliere sous la forme
oo
yp(t) = Z C, et
n=-—o00

¢) En ne gardant que les deux premiers termes de la série de Fourier obtenue en
b), donner un estimé simplifi¢ de la solution (attention : bien choisir 'ordre de

sommation des termes de la série ...).
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11.1 Reéponses au exercices sur les séries de Fourier

4. a) L 2ynee aml@rile) oy Ly dsree BT ) 1790150

n 2n+1
cos(2nz) 00 e2niz
5 a)%_42n14n(21; %zn:—oom
b) sin(x), (e'* —e™'%)/(24).
1 2
C) 5 + 16"
6. a) 2+ L3000 ol cog(nrr)  b) —2 30 meslmD) i ()
c) §+,T3 > 11%(m/z)sm( )

12 90
3 6
10. % b) 9”75
11.
12. b) C, = — = wg — sin est 1mpa1r et C,, = 0 sinon.

c) y(t) = Acos(wt —0) + m sin(t).
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12 Exercices sur les transformées de Fourier

1. Prouvez la propriété de linéarité de la transformée de Fourier : si f, g sont des fonctions

définies sur | — 0o, 00| et si a,b € R alors
Flaf +bg} =aF{f}+bF{g}.

2. Prouvez la propriété suivante de la transformée de Fourier : si lim f®*)(¢) = 0 pour

t—+o0
0 <k <n alors
F{f™W} = Gw)"F{f}.
3. Prouvez la propriété suivante de la transformée de Fourier :

i fw) = F ).

4. Prouvez l'identité de Parseval pour la transformée de Fourier :

| rera= [ i

oo [e.o]

5. Prouvez la propriété de décalage de la transformée de Fourier : si a € R alors
F{ft—a)} =e""F{f(t)}.

6. Prouvez la propriété de symétrie de la transformée de Fourier : si F {f(t)} = f(w)

alors

7. Montrez que f(w) = f(—w) si f(¢) € R pour tout t.

2
8. Montrez que ]-"{e’a‘t'} =4/— zi 5
Ta?+w

1 2
9. Montrez que F {e‘“tQ} = W/
q vV2a

1 1
10. Montrez que F {m} = \/ga e~ ot a > 0.

11. Trouvez la transformée de Fourier de la fonction f définie par

11—t |t <1
ft) =

0, | > 1.
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12. Trouvez la transformée de Fourier de la fonction f définie par

Ft) = 1 —alt|, \t]<1/a.

0, sinon.

13. Trouvez la transformée de Fourier de la fonction f définie par

1
IO ==

14. Trouvez la transformée de Fourier de la fonction f définie par

1
f)=—
/() 1246t + 13
15. Calculez la transformée de Fourier de la fonction g définie par g(t) = PR et sim-

plifiez votre réponse.

16. Soit f la fonction définie par

cos(t), |t| <m/2
0, t| > /2.

a) Montrez que la transformée de Fourier de f est
5 2 cos(wm/2)

/°° cos®(zm/2) .

00 (1 - 33'2)2

b) Evaluez l'intégrale

c¢) Calculez la transformée de Fourier de la fonction g définie par

tecos(t), |t| < m/2
9(t) =
0, [t| > 7/2.

17. Sachant que la transformée de Fourier de la fonction définie par f(t) = eIl est
5 2 1
for-\F

/ cos(wr) dio — re-lel.
oo 14+ w?

o4

a) déduisez que
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b) évaluez l'intégrale

/°° dw
Coo (T w?)?

¢) calculez la transformée de Fourier de la fonction définie par g(t) = te Il

18. Soit f la fonction définie par

a) Calculez la transformée de Fourier de f

b) Calculez la convolution (f * f)(¢) en utilisant la définition du produit de convolu-

tion.

c¢) Calculez la transformée de Fourier de f * f en utilisant un théoréeme pertinent.

19. Soit f la fonction définie par
ft) = F{ut+1) —u(t - 1)},

ou u est la fonction échelon.

a) Montrez que f(w) = \/%%

b) Utilisez la partie a) et les propriétés de la transformée de Fourier, pour calculer

F{g}, on
1—2 si—1<t<l
g(t) =

0 sinon.
20. a) Calculez la transformée de Fourier de la fonction f définie par
f) = lu(t+1) —u(t = 1],
ou u est la fonction échelon.

b) Calculez la convolution (f * f)(t).

c¢) Calculez la transformée de Fourier de la fonction g définie par

B—6t—4 —2<t<0
gt)y=¢9 —t3+6t—4 0<t<2

0 sinon.
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21. Montrez que
1 [ .
s(t) £ —/ e dw
2m J_ o

au sens des distributions.

22. Vous allez montrer que

au sens des distributions.

[ .

Soit la suite définie par §,(x) = 2—/ e"“?dw pour z € R, oun=1,2,3,
™ —n

(4)

a) Montrez que
On(z) =
(@) = ——

La limite de §,(z) quand n — oo est indéfinie pour  # 0. Pourtant, nous allons

voir que cette suite est effectivement une variante du delta de Dirac.

b) En utilisant (4), montrez que
/OO dn(x) dz =1 pour tout n > 1. (5)
¢) En utilisant (4) et un changement de variable, montrez que
tim [ 6@ pla) de = (0)

ol ¢ est une fonction-test réguliere définie sur R.
On veut maintenant établir le résultat du ¢) mais sans utiliser (4). Montrer que

d)
. oo 1 n .
lim (—/ e“””dw) o(x) dr = ¢(0)

n—oo J_ 2 n

en permutant 'ordre des deux intégrations. Quelle condition nécessaire doit-on

imposer a ¢ pour que cette permutation fonctionne ?

Indication : / sin(z) dr = .
oo T
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12.1 Reéponses aux exercices sur les transformées de Fourier

11. 2 %Sin(w);c;)cos(w)
12. Rép. : \/za <—1_Coséw/a)>
13. \/Fe il
14. @631'0.172\0.:\
X %ew(cosw —sinw), w<0
15. g(w) =
%e‘“(cosw +sinw), w>0
i w(sin(rw/2)(w?2—1)+4w cos(rw /2
16. b) 71'2/4 ) v (sin( /)((oﬂ—i; (mw/2)
17 b)w/2 ) 202
tet, 0<t<1
. 61—7;1*1,
18.b) (f+f)B) =3 2—t)et, 1<t<2 a) S E 50
0, sinon.
19. b) 2/2 (sin( )—c;cos(w))
t3 2
T —t—3, 0-2<t<0
. . . 2
20. a) /2l p) fp 2 <y c) — 12 Locosl)sin()).
0, sinon.
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13 Exercices sur le théoreme d’échantillonnage

e(tsin(t) + cos(t)) — 1

1. Soit f(t) = roR]

. Sachant que

fw) = @ o + 1) — u@)]e + fulw) — ulw — D]e

déterminez la fréquence minimale d’échantillonnage pour que f puisse étre recons-

truite, puis écrivez explicitement la formule de reconstruction.

2sin(2t)(1 — t2) — t(1 + 3cos(t))

3 . Sachant que

2. Soit f(t) :%

flw) = g [u(w) = u(w + 2wl + w) + [u(w) — u(w = 2)Jw(l - w),

déterminez la fréquence minimale d’échantillonnage pour que f puisse étre recons-

truite, puis écrivez explicitement la formule de reconstruction.

3. a) Calculez la transformée de Fourier de la fonction H(t) = [u(t + 10) — u(t)] (10 +
t) + [u(t) — u(t — 10)] (10 — t), ou u est la fonction de Heaviside.
b) Soit h la fonction définie par

Montrez que h est a bande passante limitée. Indice : utilisez le résultat de a).

c) Ecrivez explicitement la formule de reconstruction pour h(t).

4. a) Calculez la transformée de Fourier de la fonction H(t) = [u(t + 7/2) — u(t — 7/2)] cos(t),
ou u est la fonction de Heaviside.
b) Soit h la fonction définie par
cos(mt/2)
h(t) = ————.

Montrez que h est & bande passante limitée. Indice : utilisez le résultat de a).

¢) Quelle est la fréquence d’échantillonnage minimale pour que h puisse étre recons-
truite a I’aide de la formule donnée par le théoreme d’échantillonnage ?

d) Ecrivez explicitement la formule de reconstruction pour h(t).
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. éponses aux exercices sur le théoreme d’échantillonnage
13.1 R le th d’échantill

00 —14e(—1)" sin(t—nm)
1' anfoo 2n241 t—nm

9 _ 2sin(2t) Z 4(14-3(—1)™) sin(2t—nmn)
: 3 2t n€Z,n#0 n2n2 2t—nm

sin? sin sin?(nm sin —nT
3. a) %i t2(t) C) 25 t(t) + ZnEZ,n#O " n27(r2 E t(flr?:r/lo)

cos(mw/2 00 —1)7 sin(% (t—2n)
1a)f2EE gy | CURGes
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14 Exercices sur la transformée de Laplace inverse

1. Calculez la transformée de Laplace inverse des fonctions suivantes.

) F0- s
b) Fls) = g+ (s +10)2°
¢) F(s) = %
R

Fls) — 1
0 Fe) = Gy
£) F(s) = ﬁ
g) F(s)= ((s+3)2+9)?
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14.1 Reéponses aux exercices sur la transformée de Laplace in-

verse
1. a \/Li smh( —1/41) sin(271/4¢)
b) §(t) — 1071 — u(t — 2)e2071%(10 — 21)

)

)

¢) —% (3(t — 10) cos(t — 10) + sin(t — 10)((t — 10)* — 3)) u(t — 10)
) 2t%¢t
)
)
)

o

e

f

Tt — $sin(t) + 55 sin(2¢)
t cos(t )

g) e 33 [sin(3(¢ — 3)) — 3(t — 3) cos(3(t — 3))]u(t — 3)
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