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Motivation et contexte
Concepts de base et historique
Maillages Structurés/curvilignes : :
@ méthodes algébriques :
transformations conformes,
interpolation transfinie ;

@ méthodes EDP : Elliptiques
(Winslow), hyperboliques.
Maillages non-structurés :
@ Triangulation de Delaunay
@ méthode de Delaunay,

retournement d’arétes;
@ méthode d’avance de front.

Maillages Hybrides :

@ décomposition spatiale :
multiblocs, hiérarchique.

Rappels

Structure des maillages

L’information caractérisant un maillage comprend deux types :

la géométrie =» les sommets (des coordonnées (x,y,z));
le voisinage =» [a connectivité entre les sommets.

la connectivité est implicite :

il existe une relation d'ordre implicite qui permet de déduire
les voisins directement a partir de la connaissance de la
maille locale (c-a-d N;, N; [et Ng]).

Les éléments sont des quadrangles (2d) ou des hexaédres

(3d).

Nonstructuré | la connectivité est explicite :

il faut la préciser lors de la construction des éléments.

En général, les maillages non structurés sont composés de
triangles en 2D et de tétraedres en 3D, mais d'autres formes
sont possibles.
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Rappels

Pour une méme géomeétrie

Formes des éléments structurés

En général, les maillages structurés sont composés de quadrilatéres
en 2D et d’hexaédres en 3D, mais ce n’est pas nécessairement le
cas.

Ainsi, pour une méme géométrie un maillage structuré peut étre
composé de triangles ou de quadrangles :

’ Nonstructuré :
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Rappels

Rappels

| Reppels |
Formes des éléments nonstructurés Critique des maillages nonstructurés

=»> Comme la connectivité est explicite, celle-ci,

En général, les maillages non-structurés sont composés de triangles, @ doit étre construite lors du processus de génération du maillage
mais en 2D des quadrilateres sont également possibles. @ nécessite plus d’espace mémoire et d'espace disque.
o contient plus d'éléments pour le méme nombre de sommets.

=» Il n'y a pas d’ordre, alors,

@ les calculs utilisent un nombre variable de voisins autour d’un
sommet;
o les maillages sont plus difficiles a générer, a visualiser, a développer;

@ les opérations géométriques sont plus complexes (localisation,
distance a la paroi etc...)

=» Les résoluteurs,

o utilisent des structures de données plus complexes ;

@ sont plus lents pour la manipulation des voisins.
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Avantages des maillages nonstructurés Potentiel des maillages nonstructurés

Dans la génération de maillages pour des applications industrielles,

on recherche des mailleurs qui soient : " . s aae ,
On retrouve ces mémes fonctionalités a divers degrés dans les

‘Automatique‘ Généralement, un mailleur est dédié a un type mailleurs structurés et nonstructurés.
d'élément (structuré, nonstructuré ...) et 'usager
donne les paramétres pertinents a ce type. Cependant,
La validité des paramétres de contrdle du mailleur O les mailleurs nonstructurés offrent des avantages définitifs en ce

qui concerne,
o la représentation de géométries topologiquement complexes,

— . . . ] o o le contréle local de la densité du maillage,
Que le modéle géométrique a mailler soit simple o les possibilités d’adaptation.
ou complexe, c’'est le méme mailleur qui est

est vérifiée.

utilisé. @ les ordinateurs et I'informatique évoluant, la complexité du non

structuré n’est plus un facteur limitatif.
Adaptation | Possibilité de contréler localement la densité et

I'élancement du maillage.
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Modéles géométrique et topologique
Un modeéle géométrique provenant d’un systeme CAO comprend
plusieurs entités : sommets, arétes, faces et des volumes.

© Topologie et géométrie On les regroupe selon :

la géométrie : ‘ description de la  Sommets
position et de la forme des objets

du modele dans I'espace physique 4
en 3D.

=» des nombres réels. /
= \ Aretes

‘Ia topologie :| connexions ou
liens entre les objets du modele. Faces

=» des entiers ou des pointeurs.
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Topologie et géométrie

Liens entre la topologie et la géométrie

sommets =¥»  points
arétes =» courbes
faces =» surfaces

Points
Sommets

\ / Aretes

Faces Surfaces
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Topologie et géométrie

Mode de représentation

Selon le choix de la représentation, le type et la dimension, les
entités d’'un maillage sont constituées de sommets, d’arétes et des
éléments ou cellules.
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Topologie et géométrie

Modes de représentation

Selon le choix de la représentation, le type et la dimension, les
entités d’un maillage sont constituées de sommets, d’arétes et des

éléments ou cellules.

S=S S=2A S=E

(a) Sommets et voisins (Différences finies)

A=S A=A A=E

(b) Arétes et voisins (Volumes finis)

| — =

(c) Eléments et voisins (éléments finis)

Topologie et géométrie

Tout comme pour un modele géométrique, un maillage comprend
une composante topologique et une composante géométrique :

Géométrie : description des

éléments, c'est-a-dire leur (X1,}/17Z1)T

position dans I'espace, leur (x2, y2 22)T

forme (un point, un segment e T

X V4

ou une face.) (>3, ys. 3)T
_ _ (x4, ya,24)

=» Ces informations sont des T

) , (x5, Y5, 25)

nombres réels, représentant les

coordonnées.

Topologie : les connexions

entre les divers éléments du
maillage.

=» Ces informations sont des
entiers ou des pointeurs.
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Topologie d’un maillage : Exemple Conformité topologique d’un maillage

12

© La topologie d’'un maillage est un graphe des connexions entre les
)T

sommets du maillage, sans égard a leurs coordonnées (x,y, z

@ La conformité topologique est /'ensemble des conditions a respecter
pour que ce graphe soit effectivement le graphe d’'un maillage :

o Les sommets du graphe sont groupés par sous-ensembles, appellés

Aréte 23 > Faces:5et4 éléments, de trois (triangle) ou quatre (quadrilatére) en 2D, quatre
-> Soin mets : 3 vers 8 (tétraédre), cing (pyramide), six (prisme) ou huit (hexaédre) en 3D.
Sommet 3 =» Arétes: 22, 8, 23, 24 et 17 o Tout élément/cellule K d’une triangulation T est d’intérieur
-*» Sommets:2,4,8, 12, et 9 topologiquement non vide, c-3-d chaque élément est composé de
-> Eléments:11,4,5 6¢et7 sommets différents.
Face 11 => Sommets : 2, 4et3
=> Arétes:22,9et8
=> Faces:7,12et4
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Recouvrement Intérieur d’un maillage

L’intersection topologique de deux éléments d’une triangulation T
doit étre, soit : Chaque entité interne du graphe doit appartenir a au moins,

@ @ pour un|sommet :| trois éléments

en 2D et quatre éléments en 3D,
) Un ensemble vide (e) Un sommet

sinon ce sommet est sur la frontiére
cette aréte est sur la frontiére du
graphe; "
@ pour une deux éléments. Si A
une face appartient a un seul
élément en 3D, alors elle doit Av

du graphe;
appartenir a la frontiére du graphe;

?@

pour une | aréte :| deux éléments en
2D, et trois éléments en 3D, sinon

) Une aréte (2 sommets) (g) Une face en 3d
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Topologie et géométrie

Frontiére d’un maillage

La frontiere du graphe est I’ensemble des arétes en 2D et des faces
en 3D qui n’appartiennent qu’a un seul élément.

@ En 2D, chaque aréte frontiére
détermine les sommets
frontiére.

@ En 3D, chaque face frontiéere
détermine les arétes frontiére
et les sommets frontiére.

© Tout ce qui appartient a la
frontiére doit se décomposer
en sous-ensembles connexes.

Le nombre de ces sous-ensembles (boucles) correspond au nombre
de trous du domaine plus un.
v C’est bien le cas!
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Topologie et géométrie
Maillages non conformes

Soit une triangulation 7 :

Comment caractériser ce maillage ?

leére interprétation : L'élément E2 partage une demi-aréte avec E1, et
I'élément E3 partage I'autre demi-aréte avec E1, laissant un sommetisolé
au centre de |'aréte correspondante de E1. Cette configuration n’est pas
topologiquement conforme. Ce n’est pas un maillage !

2éme interprétation : T1 est un quadrangle en insérant un sommet au
point milieu de 'aréte partagée de E1 donnant alors deux arétes

PR L IS ol SRS | PR S S P |
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La topologie du maillage

On détermine si un sommet, une aréte ou une face est intérieure ou
frontiére a partir de la topologie du maillage.

@ On ne doit pas déduire si une entité est intérieure ou frontiére en se
basant uniquement sur les codes des sommets ou sur des calculs basés
sur la géométrie.

@ Un maillage est ou n’est pas topologiquement conforme.
Il n'y a pas de demi-mesures.

=» Comme des calculs géométriques n’interviennent pas, il n'y a pas
de possibilité d’erreur de calcul ou de probleme de précision
arithmétique.

=» C’est pour cette raison que les informations topologiques sont
des entiers ou des pointeurs.
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Topologie et géométrie

Maillage non conforme

Soit une triangulation 7 :

Comment caractériser ce maillage ?

lére interprétation : Les éléments E1 et E2 sont superposés.
X Dans ce cas, ce n’est pas un maillage!

2éme interprétation : E1 est un quadrangle (chevron).
v Alors, on dit que c’est un maillage hybride!
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Topologie et géométrie

Rendre un maillage topologiquement conforme ?

Ces deux maillages deviennent topologiquement conformes en
changeant seulement la connectivité entre les sommets.
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Topologie et géométrie

Premiere condition

Le maillage doit recouvrir la partie du domaine délimitée par les
frontieres, et exclure les parties qui se situent en dehors du

32/ 66

domaine, notament les trous et les parties concaves des frontiéres.

e

?

X Le maillage n’est pas un recouvrement du domaine! Il n’y a pas

d’adhérence du maillage a la frontiére du trou.

v C’est un maillage valide, mais non géométriquement conforme.

©Ricardo Camarero 2019
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Topologie et géométrie

Conformité géométrique

Le maillage 7 est un recouvrement du domaine (2, et constitue une
discrétisation valide du domaine pour fins de calculs si il recouvre
I’ensemble du domaine, sans laisser de vides ni chevauchements des
éléments :

@ Q = UkeTK, I'union des éléments K de T, est égal & I'adhérence du
domaine S0, c-a-d, tous les éléments K sont a l'intérieur des frontiéres
du domaine.

@ L'intersection géométrique de deux éléments de T doit étre soit :

o un ensemble vide,

un sommet,

une aréte,

une face,

rien d’autre.

® 6 6 o

=» Tout élément K de 7 est d’aire (en 2D) ou de volume (en 3D)
strictement positif.
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Topologie et géométrie

Premiere condition

Le maillage doit recouvrir la partie du domaine délimitée par les
frontieres, et exclure les parties qui se situent en dehors du
domaine, notament les trous et les parties concaves des frontiéres.

QR

(
(

e

X Il y a adhérence du maillage aux frontieres du domaine, mais les
mailles recouvrent le trou et les parties concaves des frontiéres.

?

v C’est un maillage valide, mais non géométriquement conforme.
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Topologie et géométrie

Maillage géométriquement valide

Le maillage recouvre la partie du domaine délimitée par les
frontieres, et exclue les parties qui se situent en dehors du domaine,
notament les trous et les parties concaves des frontiéres.

D
I
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Relations d'Euler-Poincaré
© Relations d’Euler-Poincaré
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Topologie et géométrie

Deuxieme condition

Un premier maillage géométriquement conforme est modifié en
déplacant un sommet.

X Le maillage résultant est géométriquement non conforme car il y
a chevauchement des éléments.
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Relations d'Euler-Poincaré

Relations d’Euler-Poincaré

Soit M, un maillage en 2D. Les relations d’Euler-Poincaré,
S—A+E=g(Q),
donnent des relations entre ces quantités :
S, le nombre de sommets,
A, le nombre d’arétes,
E, le nombre d’éléments,
g(2), est le genre du domaine.

En 2D, le genre d’'un domaine est égal a un moins le nombre de
trous.

Cette relation,

=» permet de vérifier la validité d’un maillage.
=¥ est aussi vraie pour des maillages avec des quadrilatéres.

1. Une bonne référence pour les relations d'Euler-Poincaré : T. Coupez

Grandes transformations et remaillage automatique, Thése de Doctorat, Ecole Nationale
Supérieure des Mines de Paris, Novembre 91.
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Relations d’Euler-Poincaré

© La relation d'Euler-Poincaré en 2D, pour une triangulation d’un
domaine isomorphe a un disque donne,

E=2(5-1)-5¢

ot S¢ est le nombre de sommets sur la frontiére.

@ Cela signifie que pour une répartition de sommets donnés (sommets
internes et sommets sur la frontiére), toutes les triangulations
possibles s'appuyant sur ces sommets possédent le méme nombre de
triangles.

© pour la surface (coquille) d’'un maillage 3D isomorphe a une sphére
donne,

S — A+ E = g(sphere),
ou E est le nombre d’éléments du maillage surfacique et ou le genre
d’une sphére est 2.

=» Cette relation est valide pour les éléments surfaciques triangulaires ou
quadrilatéraux.
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Relations d’Euler-Poincaré en 3D

Soit M, un maillage en 3D. Alors,
S—A+F—-E=g(Q),

ol S, le nombre de sommets,

A, le nombre d’arétes,

F, le nombre de faces,

E, le nombre d'éléments,

g(Q), est le genre du domaine.
Le genre d'un domaine isomorphe a une sphére est 1, 0 pour un tore, 2
pour une sphere ayant un trou, etc.

=» Cette relation est aussi vraie pour des maillages avec des
quadrilatéres.
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Relations d'Euler-Poincaré

Comportement asymptotique en 2D

Pour une triangulation en 2D, quand le nombre de sommets tend
vers l'infini, alors 5r < S et g(Q2) < S.
A partir, de la relation précédente,

E=2(5-1)- 5,
on déduit que E tend vers 25. Et de,

S—A+E=g(Q),
on déduit que A tend vers 3S.

Donc, pour un maillage suffisamment fin,
=» il y a environ deux fois plus de triangles que de sommets
=» et environ trois fois plus d’arétes que de sommets.
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Relations d'Euler-Poincaré

=» En 3D, si le maillage est une triangulation (ou tétraédrisation ?)
d’un domaine isomorphe a une sphére, alors

A—E=5+5 -3,
ol S¢ est le nombre de sommets sur la frontiére.

Cela signifie que pour une répartition de sommets donnés (sommets
internes et sommets sur la frontiére), toutes les triangulations
volumiques possibles du domaine s’appuyant sur ces sommets
possedent la méme différence d’arétes et d’éléments.

=» On n’a plus la constance du nombre d’éléments et d’arétes
comme en 2D. Par exemple, deux tétraédres adjacents a une face
peuvent se transformer en trois tétraédres a condition d’ajouter une
aréte de plus.
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Comportement asymptotique en 3D

=» Quand le nombre de sommets, d’arétes, de faces et d’éléments
tendent vers l'infini, le genre de domaine est négligeable et la
relation d’Euler-Poincaré s’écrit,

S-A+F-E=0.

Cette relation est vérifiée pour A= (n+1)S, F = 2nS et E = nS,
pour tout n positif.

=>1l semble qu’une majoration raisonnable soit n = 6 et donc dans © Les connectivités
un maillage tétraédrique tres fin, il y a environ 7 fois plus d’arétes

que de sommets, 12 fois plus de faces que de sommets et 6 fois

plus d’éléments que de sommets.

=» Pour un maillage tétraédrique tres "régulier', la majoration
serait autour de ~ 5.6.
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Les connectivités E-=>S, AetE

Soit un maillage triangulaire en 2D : S, les sommets, A, les arétes,
E, les éléments triangulaires, Ref une référence et Coord, les
coordonnées des sommets.

Une connectivité (connexion entre
les objets du maillage) est n'importe g Ref

quel lien dans cette figure (sauf celle
vers les coordonnées qui correspond
a la composante géométrique d'un

maillage). O A

La table de connectivité, indique le

lien :
s
éléments E vers les sommets S. Q\
Ref
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A=>S,Aet E S=S5, AetE
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Toutes les connectivités 2D Connectivité minimale

Pour chaque élément, . .
- .| Avers A :|Pour chaque aréte, une liste

la liste de ses sommets (appelé - |7 e
La table d tivitd non déterminée d’arétes ! . L,
a table de connectivité) @ Soit seulement les connectivités

P A | entre les sommets, les arétes et
Vers . our chaque sommet a /12 . Y
Pour chaque élément, la 7 9 ' les éléments, i.e., les références /

- n liste des éléments auxquels ce sommet
liste de ses arétes. sont exclues.

appartient.
@ Soit Cpin, une connectivité
: L2 Pour chaque sommet, la contenant les sommets, soit
Pour chague élément, Ia liste des arétes auxquelles ce sommet
liste des éléments voisins par les faces. _ q S—E, E=S, S—A, A—>S et
appartient. S—S.
Pour chaque aréte, la liste Pour chaque sommet, la ) , e .
de ses sommets. liste des sommets voisins par les arétes. @ La connaissance d’une seule connectivité C,,, est suffisante
pour déduire toutes les autres.
Pour chaque aréte, Ala ‘5' Acet E vers Ref ‘ une référe”\ce o En général, Cp,j, est E—S LA table de connectivité.
liste des éléments auxquels cette aréte vers une condition limite, vers le modéle
appartient. géométrique, etc.
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Les connectivités

Connectivités directes

Une connectivité directe est une connectivité dont les dimensions sont
fixes.
Les connectivités directes sont :

E—S de dimension
E—E de dimension
A—S de dimension
E—A de dimension
A—E de dimension
S—Ref de dimension
A—Ref de dimension
E—Ref de dimension

\‘(JJ\!\J\’UJ\.UO

R R, X>XM>MmMm
o]

=

&

N

S

N
e

AN TN TN AN NN TN N
DR
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Les connectivités

Exemple : connectivité directe

E—S
45,6
4,6,7
47,8
4,83
3,8,12
3,129
3,9,2
2,9,10
2,10,11
10 2,11,1
11 2,43
12 2,1,4
13 4,15

©o~NoOA~wWN M
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Les connectivités

Connectivités inverses

Une connectivité inverse est une connectivité dont les dimensions sont
variables.

E
@ Les connectivités inverses sont

5—S5, S—A S—Ecarily aun

nombre variable de sommets,

d’arétes et d'éléments autour d'un A

sommet.

@ La dimension des connectivités

inverses est la méme que la

dimension des connectivités directes S

correspondantes. Q
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Les connectivités
Exemple : connectivité inverse
S n S—E
1 3 13,12,10
2 6 10,12,11,7,8,9
3 5 11,4,5,6,7
4 7 1,2,3,4,11,12,13
5 2 1,13
6 2 2,1
7 2 3,2
8 3 54,3
9 3 8,7,6
10 2 9,8
11 2 10,9
12 2 6,5
13 2 6,5
©Ricardo Camarero 2019 57 / 66



Les connectivités

Dimension des connectivités inverses

@ La connectivité de E vers S est
de dimension fixe et vaut 3.

@ Celle de S vers E est de
dimension variable représentée
par n.

~No iR wN (M
OO WN DM
o~N~NOWWN||
~NWOTWUT AW
O ~NOOTAWN (N
—WWNNON NS
~N~NOOIN (00
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Les connectivités

Toutes les connectivités 3D

E— Topo

AR

I —

(S a

S 1 == Coord

Topo

Soient S, les sommets, A, les arétes, F, les faces, E, les éléments
triangulaires, Ref, une référence et Coord, les coordonnées des sommets.
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Les connectivités

Nombre moyen de voisins en 2D

La dimension de la connectivité E—S est de (3, E). Pour une triangulation
suffisamment fine, comme il y a environ 2 fois plus d’éléments que de
sommets, la dimension de la connectivité E—S est d'environ 6S. Puisque
la dimension de la connectivité S—E est la méme que la connectivité
E—S, soit 6S, il y a donc en moyenne 6 éléments autour d’'un sommet.
De méme, il y a en moyenne 6 arétes et 6 sommets autour d’'un sommet.

Sommet Aréte Elément
Sommet 6 6 6
Aréte
Elément
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Les connectivités

Nombre moyen de voisins en 3D

La dimension de la connectivité E—S est de 4E. Pour une triangulation
suffisamment fine, comme il y a environ 5.6 fois plus d’'éléments que de
sommets, la dimension de la connectivité E—S est d'environ 22.45.
Puisque la dimension de la connectivité S—E est la méme que la
connectivité E—S, soit 22.45, il y a donc en moyenne 22.4 éléments
autour d'un sommet.

De méme, il y a en moyenne 13.2 arétes, 13.2 sommets et 33.6 faces
autour d'un sommet.

Sommet Aréte Face Elément
Sommet 13.2 13.2 336 22.4
Aréte
Face
Elément
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Choix de la structure de données

Il y a deux questions :
@ Quelles connectivités faut-il stocker en mémoire ?

@ Quelles structures de données (vecteurs, liste chainées, arbre binaires,
etc) doit-on utiliser pour stocker ces connectivités ?

Le but du choix d’une structure de données est de trouver le
compromis optimal entre,

@ |'espace mémoire,

o la facilité de programmation,

o la facilité de maintenir a jour la structure de données quand on fait
une modification locale au maillage.

© Structure de données
et

o le temps de calcul nécessaire pour retrouver les connectivités
gui n'ont pas été stockées.
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