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Motivation et contexte

Concepts de base et historique
Modélisation géométrique
Maillages structurés/curvilignes :

o Meéthodes algébriques : maillages
conformes, transfinis;

o Meéthodes EDP : Elliptiques
(Winslow), hyperboliques.

o Concentration de mailles

Maillages non-structurés :

@ Triangulation de Delaunay
o Maillages Delaunay contraints
o Meéthode d’avance de front

Maillages hybrides :

@ décomposition spatiale :
multiblocs, hiérarchique.
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Comportement des équations de mailles

L’espacement et la forme des
différentes familles de courbes
d’un maillage dépendent sur,

o la forme des frontiéres ;

o les propriétés de lissage des
équations de maille, soit
I'opérateur L,

%% %% %%

o Panar oz =0

Le comportement de ces équations est relié aux coefficients «, v et
5 qui dépendent de la solution x et y d’ou la nonlinéarité et un fort
couplage.
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Généralités Généralités

Frontiéres concave et convexe Concentration sur les frontiéres

Sur une frontiere et son voisinage,
o /a distribution des lignes de maillage alignées avec cette frontiére se IIIustraFion de I'effet sur les lignes de maillage lors d’une distribution
comporte selon la courbure ; non-uniforme des noeuds sur les bords.
@ les équations de maille ont, en général, tendance a distribuer les

noeuds du maillage uniformenent et faire un recouvrement régulier a
I'intérieur du domaine;

\ Discrétisation uniforme\ \Avec concentration

Cependant, avec de fortes variations dans la courbure, I’espacement
augmente ou diminue vers la paroi, selon la courbure locale :

Frontiere convexe Frontiére concave

Quel est le résultat qui sera obtenu?
Ce n’est pas le comportement souhaité dans ces situations.
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Généralités

Généralités

Motivation

Les équations de maille dérivées des équations de Laplace possédent

de trés bonnes caractéristiques : unicité, conformité des frontiéres,
régularité (lissage), etc...

Une distribution non-uniforme des noeuds sur les bords donne : Avec les limitations suivantes :

@ comportement inverse a celui souhaité dans le voisinage de coins
convexes ou concaves;

@ wune distribution non-uniforme des noeuds sur une frontiére, donne des
lignes de maillages qui ne suivent pas les positions des noeuds sur la

frontiére.
. . . . On recherche un mécanisme pour controler la distribution des lignes
Les lignes de maille sont Un terme, proportionnel a la i ) )
-, L . L de maillage dans ces situations.
tirées dans la direction de la concentration appliquée sur le
concentration, en s'atténuant bord, force solidairement les Comment généraliser le modéle de I'analogie thermique a ces
vers l'intérieur du domaine mailles, et sans déformation. situations ?
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Un nouveau modele : Equations de Poisson

© Un nouveau modéle : Equations de Poisson
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Un nouveau modele : Equations de Poisson

On reformule le probléeme thermique en un modéle de Poisson.

Vzn:Q

V2r =R

0

T

T

X X
Les isothermes (lignes de maillage) sont déviés par la présence de
ces termes qui deviennent le mécanisme de controdle recherché.
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Un nouveau modele : Equations de Poisson

Equations de Poisson

Pour un contréle explicite, on modifie les équations de maille en
ajoutant un terme source :

@ en dimension deux, on obtient un systéme de Poisson pour les lignes
de mailles, modéle de maille T et 7 :

Vi = Q
Vr = R
o Les termes, Q et R, dans le cadre de I'analogie thermique,
s’interprétent comme des sources (puits) de chaleur.

@ Le modéle de maille devient une équation de Poisson qui ne posséde
pas les mémes caractéristiques que le modéle de Laplace.
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Un nouveau modele : Equations de Poisson

Equations de maille généralisées

On transforme I'équation de Poisson en équation de maille en

inversant les variables dépendantes (7, 7) et les variables
indépendantes (x,y).

x = x(n,T)
y=y(n)

4 4

Vn=Q IIDI:> Xy + VXrr — 2PXyr = —J? (@xy + Rx;)
V2r=R QY + VYrr — 2/3}/777 =—J? (Q}/n + RYT)
ou o = X7'2 + y7'2

Y= Xn2 + .Vn2

B = XpXr + Ynyr
J= XnYr — XrYn
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Frontieres du domaine Conditions frontiéres

y

Sur les frontieres 1, 'y, '3 et 4 qui coincident avec n = 7; pour I,
n=mn pour [o, 7T=7; pour [3 et 7 =7, pour [4, on a:

Frontiere I'1 : Frontiere '3
y = fh(mn,T) y = h(n,m1)
x = f(m,T) x = hi(n,7)
Frontiere > Frontiere 4
y = &(mn,7) y = q(n,m)
x = gi(n,T1) x = qi(n,7) -1
n
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Un nouveau modele : Equations de Poisson

Un nouveau modele : Equations de Poisson

Termes forcés Exemples de choix des Q et R

Il est difficile de prévoir a priori I'effet des termes forcés sur le 0%x 25 0%x 02 x

maillage. Yoz T2 T
g Q>0 8;7 onor 8;’

@ On peut de facon qualitative aaiy —23 Oy 4 oy
analyser le comportement des on? onor Torz T
termes Q et R en revenant au
modéle thermique : ‘Vers une ligne 7 = Ti‘

v = Q 0 - Axs bl
V2 - R = sign(T — 1i)e

R =0
o Effet des termes @ et R sur le
maillage prés d’une paroi :

Vers un point (7 = 7;,1 = 7;)

e @ >0, pousse les lignes de
maillage dans le sens de

e R < 0, concentre les lignes de
maillage dans le sens de 7

Q = —Axsign(tr—r1)e "

R =0
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Construction des termes forcés

© Construction des termes forcés
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Formulation des opérations

(1) \Concentration :\transformation analytique ou algébrique de I'espace
paramétrique.

(n,7) = (¥,p)

77[) - w(an)
p = pnT)

@ | Déformation : | transformation ou application de I'espace concentré

vers |'espace physique par les équations de maille.

(,0) = (x¥)
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Construction des termes forcés

Le choix des fonctions Q et R dépend de I'effet recherché.

Q A cause du fort couplage des équations, il est difficile d’isoler I'effet
d’un terme forcé sur chacune des familles de courbes de maille.
@ On propose une méthode en deux étapes,

e une concentration effectuée dans |'espace paramétrique,
e suivi d'une transformation de ce domaine vers |'espace physique.

’ Espace paramétrique‘ -> ‘ Espace concentré‘ - ‘Espace physique‘

(n,7) - (¥, p) - (v, x)
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Construction des termes forcés

’ Espace paramétrique‘ -> ‘ Espace concentré‘ -> ‘Espace physique‘

(n,7) - (¥, p) - (v, x)
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Construction des termes forcés

Equations de maille généralisées

L’enchainement de ces deux opérations donne une équation de
maille généralisée, qui réalise formellement en une seule étape la
transformation recherchée :

Lx . -1 Ew
5 - 8
_ 11X x pr —Yr L
. 0? 0? 0?
_Ap) _ | Yn Yr
et g = amr) [ pn P ]
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Construction des termes forcés

Concentration dans une direction

La premiere étape, (n,7) = (v,p) avec la transformation on
découple la concentration :

”»b - 1/1(7%7) ->
p = p(n,7)

o= ¥(n)
p = p(7)
ou les fonctions v, p et leurs dérivées représentent les

concentrations respectives dans les directions 7 et 7, c’est-a-dire,
une concentration séparée pour chaque direction.

Donc,
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Construction des termes forcés

Interprétation

Dans le cadre de I'analogie thermique qui sert de modéle, le
membre de droite issu de I’enchainement des étapes de
concentration-transformation, s’interpréte comme un terme source
généralisé.

Ce terme source applique une "'force' aux lignes du maillage dans la
direction en question, résultant dans un déplacement correspondant
a la concentration appliquée sur les frontieres.
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En substituant dans I’équation de maille généralisée,

£X i ~1 ﬁw
_ l Xn  Xr pr  —Yr L1
G|y ¥r —pn Uy Lp
on obtient une forme simplifiée des équations de maille, ou les
opérations sont découplées, par direction :

Xy + VX7 — 2BXyr = a%m7 + fyppixT
n T
) _ Uy PrT
Wi +WYrr = 20y =y By £y
n T
ou
a = XT2 + y’7'2
vo= x772 + ynz
B = XpXr+ Ypyr
J = xp¥r — Xy
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Synthése des équations de maille

Equation de Laplace :

Xy + VXrr — 28Xyr
Yoy + Vyrr — 28ynr =
Equation de Poisson généralisée :
WXy + VX — 2B%r = —J*(Qx, + Rx;)
Yoy + VYrr — 28ynr = —J? (QYn + Ry:)

Equation de Poisson avec concentration découplée par direction :

Xy + VX7 — 28Xy = azfﬁxn + vl;lx.r
n T
) . 1/}7717 Prr
Yoy + VYrr = 2By = gy T
n T
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Exemples

@ Exemples
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Remarques

v/ Ces équations se ressemblent dans la mesure ot I'introduction de la
concentration, quelle que soit la méthode, se traduit mathématiquement
par des termes forcés.

X La différence est que les fonctions Q et R dépendent de n et T, et
contrélent de facon couplée la concentration dans ces deux directions.

v’ En choisissant des fonctions 1) et p qui ne dépendent que d’une seule
variable, T et 1, respectivement :
o le contréle de la concentration a été découplé.

@ Le choix devient alors plus intuitif et plus facile a établir en fonction
de I'effet souhaité.
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Exemples

Termes forcés constants pour un rectangle

Q=20, R=0

\

\
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|

/

— [T

©Ricardo Camarero 2019 29 / 41



Termes forcés constants pour la marche

AT
Ut
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Exemples

Termes forcés constants pour le canal losange
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Termes forcés constants pour le coude
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Exemples

’ Espace paramétrique‘ -> ‘Espace concentré‘ - ‘Espace physique‘

(n,7) -
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(¥, p) - (v, x)
nggl = Xmin < X < Xmax
v=y () x=F)
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Exemples

‘ Espace paramétrique‘ - ‘ Espace concentré‘

(7’],7’) - (MP)
n=m+Ym—m) =» wzw(%)
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Exemples

© Exemples
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Exemples

Calcul des termes forcés :
n—m
=
NMm—m

rf m—m 1
by = w( )
NMm—"1/ Im — 1

gm = (nzq_—n?;l) <77m 1— 771)2

Pour une distribution quelconque 1,

n—"m
* ()
"m—m
on évalue ¢’ et 9" . Ce qui donne pour le terme forcé,

wf/l
,l/)/
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Exemples
Concentration du maillage vers un point

Comparaison de deux techniques :

3 f1 [ f1
L £ L, £
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Exemples

©Ricardo Camarero 2019

Exemples
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Maillage Winslow
avec une répartition
uniforme de
10 points, sans
concentration

Modification du
nombre de points

de 10 & 15 sur la
bosse, avec  une
concentration vers les
extremités avec un
facteur de .5
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Maillage Winslow
avec répartition
uniforme et sans
concentration

Maillage  Winslow
avec concentrations
vers  toutes les
parois intrados
et extrados, ainsi
que vers les bords
d’attaque et de

fuite
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Formes particulieres

1 H n—m __
5 (1 + sinm (77m*771

Polynomiale

( n—m ) n
Nim—"1

(1-3L+3L2)

. {(1 — W) (n?—3Ln+312)

)

8

Y Y /Py
Sinusoidale
sin ( 1= z) T2 4an ( n=m z)
Mm—"n1 2 Nm—"1 Nm—m1 2

T__tanmw (7’7—771 —l>
Nm—11 Nm—"n1 2

(n=1) (258 /(e — m)

6(1—w)(n—L)

3(1—w)(n?2—2Ln+L2)+w(1—3L+3L2)
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Exemples
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