1 . c
B riaux Il M¢éthodes énergétiques

Section 4 : Méthodes énergétiques

* Objectifs

— Comprendre la définition de I’¢énergie de déformation

— Savoir calculer 1’énergie de déformation d’une structure
soumise a différents chargements

— Savoir utiliser le théoreme de Maxwell-Betti

— Comprendre la démonstration du théoreme de Castigliano
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Energie de déformation

4.1 Energie de déformation

4.4.1 Expression de I’énergie pour un chargement uniaxial

4.4.2 Expression de 1’énergie pour une force de cisaillement

4.4.3 Energie de déformation élastique pour un chargement général

M¢éthodes €nergetiques
4.2 Cas particuliers
4.2.1 Tension

4.2.2 Flexion
4.2.3 Torsion

4.3 Théoreme de la réciprocité, de Maxwell-Betti
4.4 Theoreme de Castigliano

4.4.1 Application aux systemes isostatiques
4.4.2 Application aux systemes hyperstatiques
4.5 Effets de I’effort tranchant
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Meéthodes énergetiques

e Théeéoreme de Castigliano est base sur I’énergie de
déformation pour calculer

1. Deplacements (ou rotations) en traction, en flexion et en
torsion d’une structure i1sostatique ou hyperstatique

2. Réactions d’un systéme hyperstatique

* L’¢énergie de déformation se calcule par

|
UZEI(GX'SX+Gy E, O, EHT Y, T, -yyz+rzx-7/2x)-dV (14.2)
|4
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Contraintes dans un ressort de traction

Fixe Diamétre fil d = 2.2mm
Diameétre d’enroulement D = 8.8mm
A Matériau: acier (G = 81500 MPa)

X

Calcul du cisaillement maximal
(Wikipédia: Formule donnée par Roever)

8PD
Tm=K7=K——7
27,095 Td
23,796 ot Tm _ SPD
209 .
i dm -1 0,615
13.901 avec i = 1 1 € en posant m = D/d
10.603 _ | = i
7.3042 B B
4,0058 =1 _=29.54 MPa
0.70734 Min
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Energie de déformation

Expression de I’énergie pour un chargement uniaxial

) )
Démonstration : z j_X. x /@

r1rs . . AZ {
Force normale P_ sur un élément de dimensions A4 x, 4 ./; 2l
. A // f T i Px
¥ e’t Az Prodult’ un allo.ngement ?X. | é - |
L’énergie de déformation dU, développée par la force A g |
P_ sur cet €lément est : i é
dU =P -ds. —
Exprimée par unité de volume, la densité d’énergie de P
déformation, U ,, développée par la force P, devient : t
U
o o g *
1 ¢ ‘¢ P |dlo ¢ S
U,=- [Pds, = [ " 7 = [ode, T
Vs AVAZ] |Ax | q x
O, o La notation adoptée ici est différente de
) celle utilisée dans le volume R des M.
5 mpe Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 242
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Energie de déformation

Expression de I’énergie pour un chargement uniaxial

, . . .
Démonstration (suite) : dx O /./7
En supposant un comportement ¢lastique linéaire Az O

/ ﬁ/ i Px
o o £ 7/ .
1% [P dls, | ¢ / —
UxO — ., IP)cd5x — J- ; = jgxdgx Ay é I
v AyAz| |Ax] 4 Z
< Ax >
gx /_H A
U.,= _[E-gx -de.
0 o,=¢,-F
UxOZE Ej:E-gxgx:O' o &,
2 2 2
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Energie de déformation
Expression de I’énergie pour une force de cisaillement

e Démonstration :

— Force de cisaillement appliquée parallelement a
y I’axe x sur la face Ax - Az (cause du cisaillement)
- /T\»x deéveloppe une €nergie

'I

= r,,-dx-dz-d(y,dy)

Ayl
/LAx\>| E Ty

dx dz dy
R nyO = Txy d d d(yxy) d
Txy 0 X dz y
= . Vx
Txy 7/xy G . . Txy .}/xy
Par analogie avecla [J = |1 dQ/ -
> . xXY0 Xy xy
>V xy contrainte normale 0 2
N i) e
B o PR ASS Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 244
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Energie de déformation

Energie de déformation élastique pour un chargement général

e Démonstration :

— Forces normales et de cisaillement, appliquées successivement sur les faces

x, y etz developpent des énergies U, U, ,, U,y U, U, et U,,.

— En appliquant le principe de superposition et la loi de Hooke
(hypotheses de petites déformations et domaine linéaire)

Utotale 0 :Z UO

1
UOzz(ax.gx_i_o-y.gy+o-z.gz+Txy.7/xy+ryz.7/yz+rzx.7/zx)

U=[Uy-dV
V

1
U=§I(Gx-€x+6y-8y+GZ°€Z+Z'xy-j/xy+TyZ-7/yZ+sz-7/Zx)-dV
V
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Energie de déformation

» Cas particulier: chargement uniaxial

1 0 0 0 0 0
Uzi_"(ax-gx+oi/-gy+a,‘ -gz+rx,/-7/xy+r,z-7/yz+r_‘x-yzx)-dV
|4

0 .
o :E Ox _V(Oy +JZ)
U=[% % p
o2
- .&._XdV:Ljaxde
y2 E V
L 2 2 2
P -L
U = 1 IRC)A dx:L(i) . P
2-E°\ A4 2-E\ A4 o
R menTecaave
Ia@,/ ' Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. »
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Energie de déformation

L M2 Pour le moment, on neglige
ou, par définition j yzd A=] =|U = j 2 dx | | I’énergie associée a la contrainte de
y 2-FE -1 cisaillement due a I’effort tranchant

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 247
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4.1 Energie de déformation

« Cas particulier: barreau en torsion
1
UZEJ.Txa Vo AV

<

J?2

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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Théoréme de Castigliano

« Basé sur I’énergie de déformation complémentaire U”

— Pour un matériau élastique lin€aire, 1’énergie de déformation
complémentaire U~ est égale a 1’énergie de déformation U

0
« 1
dU ZdP5+§de5 Pour un petit dP
; v |dP i
P i d’ou dL )
U* dP
S >0 S5 > Puisque U = U, nous utiliserons
la valeur de U dans ’application
du théoréme de Castigliano
8
M G e
:;_a:\':,‘;i’_i;—_f:"@é‘.h"gémé Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 249
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Théoréme de Castigliano

Cas particulier: chargement uniaxial

2
o Pl [P
2-A-E 2 "|AFE

1 §
U=—P. 0, 0., I'allongement du barreau
A I)x /
AP .
/A U
AU . oU
s AU=0, AP = =0 SiAP, >0=__=96,
) AP o P
> X
5)6
TEE) MoNTREAL
I@y ' Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 250
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Théoréme de Castigliano

Cas particulier: poutre en flexion pure

L 2
M
= j z dx 9
2. E-1 i
M. j M. I td?v e ) L M,
- d d
2 vE-1 dx’ avi _get YV _p
M dv MZ d X x=0 d X x=L
2 x|, ~ B 2 Conditions limites
A M.
AM_ = d -
AU U
AU AU=0AM, = 2220 SiIAM. 500 =0
AM, oM,
4
R S 0 ]
%@;, s SOpLb-rikes Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 251
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Méthodes €nergétiques

Théoréme de Castigliano

Cas particulier: barreau en torsion

szL
2J-G
lT _L | L |
2 J-G A i
|
U=-T
5 @
AT .,
AT )
AU
. oU
- AU = ¢AT:>A—U Q SIAT -5 0= =@
@ AT oT
7 >
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Théoreme de Maxwell-Betti

Le travail fait par un systeme de n charges P, (systeme I) a la suite
des deplacements (0;), causes par un second systeme de m charges O,
(systeme II) est egal au travail fait par un systeme de m charges Q; a

la suite des deplacements (0;)p causes par le premier systeme de n
charges P, :

;R . (51) m Z Q] . (51) . Formule générale

Yo, A P
Position
(f\‘ Force

Lorsque n = m = 1, la formule devient P.(0p)5=Q . (0g)p

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 253
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Théoreme de Maxwell-Betti

Démonstration p
. - p
Séquence 1 : _ """ i:(-g —— [lv

Considérons la poutre encastrée ci dessus. Une force P (systeme I) appliquée en p

causera une fléche (8,), au point p et une fléche (5q )P au point q.

S1 le matériau de la poutre demeure dans le domaine ¢€lastique, le travail W fait par
la force P en p est égal a 1 *énergie de déformation U mise dans la poutre et vaut :

PA

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 254



Démonstration

Séquence 1 (suite):

matériaux Il

Méthodes €nergétiques

170

Si on ajoute une force Q (systeme II) en g, cette force causera un déplacement
supplémentaire de la poutre de (5 » )Q en petde (5q )Q en g.

L’€énergie maintenant emmagasinée dans la poutre est la somme du travail de la
force QO en g et de celui de la force P en p, soit :

v=U,),+U, )Q

+(U

oo

A

A

/.

9,),

Q A

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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Théoreme de Maxwell-Betti

Démonstration

Séquence 2 :

Reprenons la méme poutre que précédemment, mais en appliquant d *abord la
force O en g et ensuite le force P en p.

Par une démarche similaire a la précédente, on obtient que I’énergie €lastique U,
emmagasinée dans la poutre est :

o] Pl 0]
1 1
0.-206), 4106, w06, |
0, o o

Il faut que U, = U,, ce qui implique ( q)Q ( p)P ( Q)P

P(5p)Q ZQ(5Q)P Rappel de U, U, _;P( ) Q( ) (5P)Q
- ) fasesiove
:/ Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 256
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Théoreme de Maxwell-Betti

Généralisation du théoréme a un ensemble de » forces P, et de m
forces Q; sur un corps de forme géncrale (patatoide)

Le travail fait par un systeéme de n charges
P, (systeme I) a la suite des déplacements
(8;)q causes par un second systeme de m
charges Q; (systeme II) est ¢gal au travail
fait par un systéme de m charges Q; a la
suite des déplacements (0;)p causes par le
premier systeme de n charges P,

&% POLYTECHNIQUE
{2 MONTREAL
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Théoreme de Maxwell-Betti

Exemple 1

L’expression v, de la déformée de cette poutre lorsqu’une force P agit a une
distance L de ’encastrement est :

—P
3 2 3
v, = (2 L -3-L -x+x)
6-FE-1
On demande de trouver I’expression du Ty
, . X
deplacement du point p lorsqu’une force a 0 ) g
. Z
agiten q.
Qagitengq pk
. L A\
TR MontReaL
LD ENEINEEING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 258
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Théoreme de Maxwell-Betti

Exemple 1 (suite)
On connait (9,), et (3,), ; on cherche 6, )Q

Du théoreme de Maxwell-Betti,

on peut écrire : P(S » )Q = Q(5q )P

(5P)Q:Q[ =P (2.L3—3.L2.a+a3)} (5 )Q:6-_EQ-](2.L3_3.L2.G+CI3)

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 259
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Théoreme de Maxwell-Betti
Exemple 2

Un camion stationné en un point ¢ d "un pont cause une fleche de 6, = 52 mm au
point ¢ et 6, = 38 mm au point v. Par la suite, une voiture de 1000 kg s’amene

au point v du pont. On mesure les fleches a nouveau et on trouve
0, = 53mm et o, = 40 mm.

On demande quelle est la masse du camion? dh

T O
Solution

C est la masse du camion et e

V est celle de la voiture T : T
(5. )C =52mm ; (5, )C =38mm
(6.)c +(6.), =53mm ; (&,).+(5,), =40mm

C(5.), =V(5,), C:V@:moo. 38

e ’ (6.), 53-52

{"] MONTREAL
: Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 260
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Théoreme de Maxwell-Betti
Exemple 3

Sur la poutre suivante, lorsque P =10 kN on
/ . Y
mesure le déplacement au point p, (6,)p, = 12 mm P T X

et le déplacement au point g, (5,), =9 mm. N
S1, par la suite, on ajoute une force Q =5 kN en @ 7

g, sans rien mesurer a nouveau. On demande de [ "l

trouver (3,1 o ,
Solution , |P | Tﬁz’
(5 P )Q =" L " ={
P(s, ), =016,), 0t (8, ), =9mm (8 et = (35 +(3,)0
P=10kN et O = 5kN

(5p)Q = %(561)13 - 3.9 = 4.5 mm (0, 1o =12+4,5=16,5 mm

% POLYTECHNIGQUE

{2 MONTREAL

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 261
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Théoréme de Castigliano

* Audela de ces quelques petites utilites, le théoreme de Maxwell-
Betti intervient dans la démonstration du théoreme de Castigliano.

— Du théoreme de Castigliano on déduit une technique puissante basée sur
I’énergie de déformation pour faire le calcul du déplacement (ou rotation, ou
déplacement angulaire) en divers points d’une structure supportant plus d’un
chargement (ex. tension, torsion et flexion superposées).

e Th. de Castigliano n’est valide que pour des structures en equilibre

— Taux de variation de I’énergie de déformation d’un corps, par rapport a toute

force indépendante P, est égal a la fleche au point d’application de cette
force, suivant la direction de la force

oU

oM

ou _ oY _
- oT

oP

Op o @

¥, POLYTECHNIGUE
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Démonstration du Th. de Castigliano

Une poutre encastrée est en eéquilibre sous
I’effet de n forces. Sous la force P,, la fleche P
est (0,)sp due a toutes les forces P;; les forces e
P, constituent le systeme [. En particulier, sous L
la force Py, la fleche est (0 )yp.

5k )ZP

a) Equilibre sous systéme I

/Y

S1 on ajoute une force AP, (systeme 1) a la
force P, la nouvelle position d’équilibre de la

poutre est comme a la figure (b) AP,
P 4 )2 P, P
y . 8,) n k o
Entre les positions a) et b), I’énergie 2P l N\
emmagasinée dans la poutre change d’une \“ I N
ntité AU 3 F)sr
qua C PA 5k)
AP,
(8 )ar, "

b) Equilibre sous systémes1 et II

¥, POLYTECHNIGUE
S E: MONTREAL
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L’€énergie emmagasinee dans la poutre

change d’une quantite AU (5.) F,
| : \
AU =2 OB (6 )y, + LB -(6)ay @ g
Selon le Th. de | t 1
elon le Th. de ) _ ) i P,
Maxwell-Betti Ll £ (5i )AP" A (5k )ZPZ} Apk | P-(5)
2APk(O‘k)A17€ P M
1 %, g
En divisant des deux cotés par AP, A la limite, AP, — 0 (5,) W —> 0 et
) b k
AU 1
b Y +(O6 oU
APk 7 ( k)APk ( k)ZPl. a?:(gk)zP
: % POLYTECHNIQUE k

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 264
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Théoréme de Castigliano

Pour un systeme en equilibre, sollicite par
des forces P, O, R, S, Z et un moment M,
le théoreme de Castigliano devient :

oU

Y5

op ?

a_U—H Ol‘lU:U(P,R,Q,M,SetZ)
oM

, MONTREAL
B S Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 265




Meéthodes énergétiques

* Objectifs

— Utiliser le théoréeme de Castigliano pour calculer des
deéplacements, rotations ou rotations angulaires de structures
1sostatiques

 Faire I’¢quilibre de structures isostatiques
* Trouver les efforts internes dans une structures

» Appliquer le théoreme de Castigliano

% POLYTECHNIQUE

{"] MONTREAL
i e Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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Energie de déformation

4.1 Energie de déformation

4.4.1 Expression de I’énergie pour un chargement uniaxial

4.4.2 Expression de 1’énergie pour une force de cisaillement

4.4.3 Energie de déformation élastique pour un chargement général

M¢éthodes €nergetiques
4.2 Cas particuliers
4.2.1 Tension

4.2.2 Flexion
4.2.3 Torsion

4.3 Théoreme de la réciprocité, de Maxwell-Betti
4.4 Theoreme de Castigliano

4.4.1 Application aux systémes isostatiques
4.4.2 Application aux systemes hyperstatiques
4.5 Effets de ’effort tranchant

¥, POLYTECHNIGUE
S E: MONTREAL
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Systeme isostatique
Méthode de calcul y 4 R
Soit une structure sollicitée par un 4y
ensemble de forces R et Q. z %
Les efforts internes sur la
membrure AB seront
un moment M_,, (autour de z)

et M, (autour de y),

un moment de torsion 7,

et une force axiale, M =M ( R) M =M (Q)
montrée en tension - A s ip
P=P(Q)

r,=T,R)

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 268
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Systéme isostatique

Selon Castigliano, le déplacement du point

c sous la force R s *exprime :

oU
5. =2 T
" OR P
Or,
2. L T?. L. L M2 . dx

p.T.
U: l l + l l + l

En exécutant la dérivée de U par rapport a R, on obtient :
0 (p2 O (2 O (1,2
(Pi ) L; (Tz ) L; Ll-aR(Mi ) dx

50228R + OR 4+ J‘
2.Al.El Z.GZ.JZ 0 Z.El.]l

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 269
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Systéme isostatique

P’ oT? oM 2
5 -y R s oR i by [ OR -
T2 AE, T2-GoJ; T2
21)16811312 - L, 2. %T’ L LiZ-M-agf; - dx
Lok E 26 Rk
. l %}; .Ll,_erTZ,%YIE-e OL"_FZ? 522' dx
’ i i Gi Jl 0 Ei.]l

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 270
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Systeme isostatique
Probleme:

On demande de calculer le déplacement vertical du point C sous la
force P a I’aide du théoreme de Castigliano.

Dans la solution de ce probléme, on ne tiendra pas compte de
1 *énergie de déformation associéee a | ’effort tranchant

#E % POLYTECHNIQUE
3 f2 MONTREAL

I SR Eneineening Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 271
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Solution selon la méthode de Castigliano :

B%}; L, Ti'aa]j:i{ L, LiM.agf; - dx
O, = + +
o2 4; - E; > G;-J; Z(j) ki1
Membrure BC

ou P =0,iln'ya pas de force interne axiale

T30 =0,1ln'y a pas de moment de torsion interne

T4 POLYTECHNIQUE
JAEE MONTREAL

R ECIERIG Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 272
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M

Solution selon la méthode de Castigliano :

P’a@};l{ L, Tl,.aa];ie L, LiM‘aAf; - dx
5.=> +> +> |
’ 4;- E; G;-J; o Lil;
Membrure AB

ou P =0,11n"ya pas de force interne axiale
MAB:P-_X TAB:P.Z

Px=M, €

#,®.% POLYTEGHNIQUE
4{EE MONTREAL
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gL Pex v P '
S = oP "'I oP "'I oP
‘ G-J 0 E-I 0 E-I
P-ll-L LtP-x-x-dx 'P-z-z-dz
0, = + | + |
G-J o E-I o FE-I

pl%L P-I> PP P (s 3\ Pl*L
.= + + = (l +L)+
G-J 3-E-I 3-E-I |3-E-1 G-J

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 274



o~

-y

== Résistance des matériaux |l Méthodes énergétiques

MEC %405

Application aux systemes isostatiques

Exemple :

a) Trouver la fleche en A
b) Trouver la fleche en B

c) Trouver la rotation en A

Solution :

P 4
a) Calcul de fleche en A L Eforts nternes
A > =X entrede
A I’aide de Castigliano 8_U:5 Wi 4B tre et C
op A
M wp
AC 8 AC .dx — _xxdx P-L3
-1 OP ) El o = —
P 3 .1

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 275
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Application aux systémes isostatiques

b) Fleche en B
S1 on veut appliquer le théoreme de Castigliano pour €valuer oy

il faut qu’1l y ait une force en B. Puisqu’il n’y en a pas sur la
poutre ¢tudiée, nous appliquerons une force fictive ¢gale a Q, et
nous poserons sa valeur égale a zéro une fois que la dérivée de U

par rapport a Q aura été obtenue. P Q
I1 faut établir I’équation du moment 2
fléchissant entre A et B et entre B et C A ; J
FE
Nz
S5 _ou _ (M 4p aMAde+J'x0MBC 5MBC Iy

5Q 0=0 x4 EI

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 276
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de AaB(0<x<L/2)
M, =M, —P-x=0

M, ,=P-x

deBaC(0<x<L/2)
7 A
Y M, =M, —P-(E+x)—Q-x=0

M, =P-(§+x)+Q-x

Note: on change de repere pour x

#E % POLYTECHNIQUE
3 f2 MONTREAL

I SR Eneineening Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 277



= Résistance des matériaux Il

Méthodes énergétiques

MEé€405
M, ,=P-x
B:a_U :J'L/Z M 4 aMAB dx+jL/2 MBC aMBC dx MBC=P-(§+x)+Q-x
o0 |,, * EI 80 o EI 00
L
L/2 L2[P- (——I—x)+Q x]O[P-(—+x)+0-x]
5, = j (P x) AP-x) dx+j 2 dx
60 EI 00
2 p L2 [P- ( +x)+ Q- x]
Oy = j (£:x). de+j - X - dx Avec Q=0
) EI EI
L
t2[P-(—+x)] L2y L/2 |
0, =0+ j 2 Xdx = jP-—-x-dx+ jP-xz dx | —
) EI )2 ) EI
5 _i.é.l.(éjz zz(&f _3PL
" EI 2 2\2) EI 3\2 BT 48 . E.T
Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 278
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c) Rotation en A =0,

Pour calculer la rotation de la poutre en A, il faut qu’il y ait un
moment concentré appliqué a ce point. Nous appliquerons un

moment M , fictif au point A. P
4 M L2
r . r . A(FICTIF
Une seule équation est nécessaire "' .- - -
/
pour évaluer le moment f 4 .
7 . > e >
fléchissant entre A et C. < | |
L
0 — oUu _ J‘MAC 8MAC MA(FICTIF)lP
A= S = 0
M|y, oE1 AT,
A~ VoM AC
> x |
Nous poserons M = 0 une fois que le terme ! |
de droite de I’¢€quation aura été completement développé.
B G s
-
B ,,;’_f“-@—_f:"ﬁé‘h."gémé Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 279
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de AaC(0<x<L) .
MA(FICTH:) - B L/2 N
YM,=-M,. +P-x+M,=0 .04
\ L _-—
MAC=P-X+MA ‘ N > e >
z
U oM, GMAC M, picniey | £ M,
9,4 j X l, . (0]
oM, v b : _‘V)
s | x
| >
t(P-x+M,)(0(P-x+M),) t(P-x+M))
¢9A=j xzj (1)-dx
 E-I oM ,  E-I
tP-x-dx P- LZ
Avec M, =0 9A=I N 0, =
0 2-E-1
)
I s s Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 280
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oU
Exemple: o6, =—
P ey
P
t

P/2 P/2

P/2=F P/2=G

F étant une variable qui remplace | B C
P/2 pour enlever la confusion M-
) L/2
< " Re
L

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 281
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Application aux systemes isostatiques (exercice 1)

La structure ABC, simplement supportée au point B et articulée au point C, est soumise a une
charge uniformément distribuée w entre les points A et B. Le joint en B est rigide. Les deux
membrures AB et BC ont des aires identiques (A4) et une rigidité en flexion égale a EI.

Déterminez la rotation au point C; dans vos calculs, négligez I’énergie de déformation
associée a ’effort tranchant.

iz

¥, POLYTECHNIGUE
S E: MONTREAL

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 282
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Meéthodes énergetiques

* Objectifs

— Utiliser le théoreme de Castigliano pour calculer les réactions
aux appuis de structures hyperstatiques

— Utiliser le théoreme de Castigliano pour calculer des
deéplacements, rotations ou rotations angulaires de structures
hyperstatiques

— Savoir la définition de I’aire effective en cisaillement

— Calculer I’énergie de déformation en tenant compte de 1’effort
tranchant

¥, POLYTECHNIGUE
S E: MONTREAL

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 282



Energie de déformation

4.1 Energie de déformation
4.4.1 Expression de I’énergie pour un chargement uniaxial

4.4.2 Expression de 1’énergie pour une force de cisaillement

Méthodes €nergétiques

4.4.3 Energie de déformation élastique pour un chargement général

M¢éthodes €nergetiques
4.2 Cas particuliers

4.2.1 Tension
4.2.2 Flexion
4.2.3 Torsion

4.3 Théoreme de la réciprocité, de Maxwell-Betti
4.4 Théoréme de Castigliano

4.4.1 Application aux systemes isostatiques
4.4.2 Application aux systemes hyperstatiques

4.5 Effets de I’effort tranchant

¥, POLYTECHNIGUE
{EE MONTREAL

o oD LS Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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Applications aux systemes hyperstatiques

1y w

: N

Cette poutre est hyperstatique: . &v TN § N
i1l n’y a pas suffisamment d’équations & ; BN
d’¢quilibre pour calculer les réactions. |*
Il y a trois inconnues: R, R, et M,. 1y W M,
Deux équations d’équilibre sont P YT T reyy \x
disponibles: >.F,=0; XM, =0 A I ‘]/
Par conséquent, 1l manque une €quation.| R, R,
On peut lever I’indétermination en posant une équation de
compatibilité et en transformant cette ¢quation en €quation de
forces ou de moments a 1’aide du théoreéme de Castigliano.

B G s

E Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 284
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Meéthode de solution d’un systeme hyperstatique

. , . rers
poser les équations d’équilibre Ty w M,
1 1 \A / \A 4 YVYVYVY \A A \A 4 'XL
disponibles 4 YA
L
e déterminer le nombre d’équation(s) R, Ry

d’¢quilibre manquante(s), N

N = degré d’hyperstaticité (N = I pour notre cours)

Pour la poutre montrée, 11 manque une €équation;

le systéme est hyperstatique du premier degré

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 285
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Methode de solution (suite)

 ¢tablir N équations de compatibilite
— Pour la poutre montrée, on connait trois conditions de

compatibilite:
Ty w ~M ,
0, =0 O =0 O =0 ] L ‘I/
R, R,

— Le systeme étant hyperstatique du premier degre, on choisit
une seule condition de compatibilité et la réaction

correspondante est appelée surabondante (R)

¥, POLYTECHNIGUE
{EE MONTREAL

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 286
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Methode de solution (suite)

a) st on choisit 0, =0, R, est la réaction surabondante

oU oU
ok, R v w
o T
X
b) sion choisitog =0, Rzestla 4 B
réaction surabondante » |
RA L RB
oU _oU _ ¢
OR, OR °
c) st on choisit O = 0, Mjest la réaction surabondante
oUu
oM,
B G s
=/ Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 287
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Methode de solution (suite)

« Exprimer toutes les réactions en fonction de la
réaction surabondante et du chargement.

* Appliquer Castigliano:
Les efforts internes et 1’énergie de déformation
doivent €tre exprimes en fonction de la réaction
surabondante et du chargement seulement.

B POLYTECHNIGUE
JAEE MONTREAL

I e, dominoites Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.

=d Résistance des matériaux Il Méthodes énergétiques

288



- 2 ;s - , rge
i 4 Resistance des matériaux |l Méthodes énergétiques

b
MEBC 6405

Exemple :

On demande de calculer
a) les réactions aux appuis
b) I’angle de rotation @ ,

au point A de cette poutre.

Cette poutre est hyperstatique car elle est appuyée sur trois
appuis simples A, B et C:

— 3 réactions inconnues, soit R ,, R et R -
— 2 ¢quations d’équilibre disponibles, soit 2.F, =0 ; 2M, =0

La solution est d’utiliser le théoreme de Castigliano.

&% POLYTECHNIQUE
{2 MONTREAL

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 289
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Résumeé

Procédure pour trouver les réactions aux appuis d’un probléme
hyperstatique est :

1. Choisir une condition de compatibilite et declarer la réaction
correspondante surabondante (R)

2. Etablir les équations d’équilibre. Les réactions sont exprimées en
fonction du chargement et de la force surabondante

3. Etablir les équations des efforts internes et les exprimer en
fonction du chargement et de la surabondante

4. Appliquer le théoreme de Castigliano a la condition de
compatibilité choisie
— Permet de déterminer la surabondante (R)

— Déterminer les autres réactions aux appuis a I’aide des
equations d’equilibre

¥, POLYTECHNIGUE
S E: MONTREAL

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 290
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1. Reactions aux appuis

On choisit 0 , comme 4
condition de compatibilite

U _
OR ,

A =

La force R, est déclarée surabondante

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 291
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2. Equilibre

R, =R

ZMC:O ZFy:O

w2 R.=w-L+R—-R,

R, L= +2-R-L

Les réactions sont exprimees en fonction
de R et du chargement seulement

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 292
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3. Efforts internes

AB

DeAaB:0<x<L

DeBaC:0<x<L

ZMOZODMABZR-X 2

Les efforts internes sont p A N 5
exprimées en fonction de R w- L w-Xx
Mgr=| —-"—R|-x-
et du chargement seulement ) )

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 293
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4. Appliquer la condition de compatibilité M z=R-x
M _(W L Rj X w x2
BC —| A~ AT
LMAB(gMAB)-dx LMBC(GMBC)-dx
p=04=] + | =0
OR 0 E-1 0 E-]

OU_R-L’ wL-L RL wlL_,

= + =
OR 3 2-3 3 2-4
L R:W_L Avec les équations R _7WL R _SWL
TR nontReaL
iR, HnLD s Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 294
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b) Rotation 6 , de la poutre en A

La tache est facile avec
Castigliano, sachant que
~oU

= M

Le probleme est qu 1l n ’y a pas der”
moment concentré M, au point A! ‘44
Que fait-on? M,

On ajoute un moment fictif.

0,

Mais, par le fait méme, on perturbe
I’équilibre de la poutre

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 295
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Truc pour restaurer I’équilibre

Comment ? R Wi
On garde les réactions calculées
précédemment

On equilibre seulement le
moment fictif M, en ajoutant des
forces :

 qui ont un moment égal et opposé a celui du moment ajoute

 qui sont d’intensité égale et opposee pour ne pas perturber
1I’équilibre de 1a poutre dans la direction y

 qui s’appliquent aux points d’appui de la poutre pour ne pas
perturber la déformée de 1a poutre et pour ne pas ajouter de
I’énergie de déformation dans la poutre

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 296
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A
| Alternative 1 .
M /L Alternative 2

w,N/m
w,N/m

A
Im,/2-L  Alternative 3

~ _ w-L  w,N/m : :
[ * Les trois alternatives permettent d’annuler
\A M , et de garder la poutre en €quilibre en y.
MA

* Le choix d’une alternative plutdt qu’une

M, I2-L] autre est bas¢ sur une question d’expérience.
v
* [c1, c’est I’alternative 1 qui semble et
s’averera la plus avantageuse.
) i
i ?;—;z“ﬁé‘h}’gék’fié Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 297
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A .

v, /L Alternative 1

I w-L w,N /m

Les efforts internes I’ -~
\i
M,
DeAaB:0<x<L
y M, /L M,/ Ly
DeBaC:0<x<L
OF o'
M V X RC
BC <
M 2
— x— A w-Xx
MAB_MA+RAx X M —R.-x—
L BC C )
TEE) MoNTREAL

I e, dominoites Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 298
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. . MA
Selon Castigliano Mg =M;+R-x=="x
2
MBC:RC'x_W.x
L M Mg dx | Mg My dx
~du _J‘ oM , J- oM ,
T —
M, o E-I ) E-l WL
A
L M ¥ ] 16
Lojo L L 7-w-L
4= E-I L w2 R.=——
T j[RC.x- ; )-(O)-dx 16
i 0 |

1 (R, L*) 1 wPD
En posant M, =0 — QA:E.]. 6 “E-J 96

T4 POLYTECHNIQUE
JAEE MONTREAL

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 299
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Simulation EF de I’exemple précédent
« Dimensions: 50 X100 x 1000 mm w =100 kN/m

— [=1.042x10° m*
« Force résultante de 50 kN sur le trongon [BC]

0,7625 m

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 300
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Simulation EF de ’exemple précédent

Contraintes de Von Mises et réactions aux appuis

' 0.45187 Min.

R,

- Valeurs théoriques Résultats EF

R, -3.125 kN -3.114 kN
Ry 3.125 kN 3.123 kN
R: 21.875 kN 21.886 kN

0, 0.03581° 0.03594°

POLYTECHNIGUE
MONTREAL

Ir_f SR Eneineening Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 301
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Exemple:

On demande de calculer € , pour Ty

la poutre illustrée ci-contre

Pour pouvoir calculer 8 ,, 1l faut ajouter un moment fictif concentré en A
et ensuite restaurer I’équilibre.

T4 POLYTECHNIQUE
{2 MONTREAL

A8 R Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 302
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Deux alternatives sont possibles L’alternative 1 est possible

Alternative 1 w2 parce que I’encastrement B
M,y = peut reprendre un moment sans
w,N /m 8 : :
My, 7 ) >\ que de I’énergie de déformation
g ULy} jar,  soitajoutée au systéme.
*o L 54
3-w-L S5-w-L ]
R, = R, =
T8 P8
Alternative 2
ML =L
,.A 4 w,N/m R
f’u 00O R
4 L ﬁI
I+

R,=>"L X :5-w-L|
8 8y M,/L

A

TR MonTREAL
%f;'f_r“'-az"ﬁé‘h."sémé Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 303
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On choisit I’alternative 1. oWl
B =
V- w,N/m - 8
: As \
Efforts internes v ¢ UL y
\ N
o 3wl o 5wl 1 Ma
DeAaB: 8 g
w-X 2
— w,N/m
M 4,
I 4 IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII|IIIIIIIIIIIllIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII\ M,
N | X U
! 3-w- L V
R, =
8
TR wowtReAL
A8 R Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 304
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Appliquant Castigliano :
w,N/m
2
w-x
IIIIIIIIIIIIIIII|||I|||||||IIIIIIIIIIII||||||IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII Myy=""—+M, =R,
V
R —
4 8
2
w-X
p oU LMABaMABd ?MA-F —RA-X (l)d
A = = * -adXx
8MAMA=0 o £-1 oM , " E.l
B w- L
En posant M, =0, — A_/< 48.E-]
dans le sens inverse de M, fictif
)
I s s Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 305
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Applications aux systemes hyperstatiques (exercice 2)
Une poutre encastrée a 1’une de ses extrémités et simplement supportee
a I’autre et chargée tel qu’illustré. Calculer :
a) les réactions aux appuis de cette poutre ;

b) la pente de cette poutre au point B.

y
T P
7A Bl C
7
Z —> X
>
L2 - L2 —

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 306
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Energie de déformation

4.1 Energie de déformation

4.4.1 Expression de I’énergie pour un chargement uniaxial

4.4.2 Expression de 1’énergie pour une force de cisaillement

4.4.3 Energie de déformation élastique pour un chargement général

M¢éthodes €nergetiques
4.2 Cas particuliers
4.2.1 Tension

4.2.2 Flexion
4.2.3 Torsion

4.3 Théoreme de la réciprocité, de Maxwell-Betti
4.4 Theoreme de Castigliano

4.4.1 Application aux systemes isostatiques
4.4.2 Application aux systemes hyperstatiques
4.5 Effets de I’effort tranchant

¥, POLYTECHNIGUE
{EE MONTREAL

o PR ASS Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 306
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Effets de Peffort tranchant

Jusqu’ici, on a néglige ’apport de 1’énergie de déformation
associee a I’effort tranchant dans le calcul de la fleche ou de
I’angle de rotation.

La notion de I’aire effective en cisaillement A, simplifie
considérablement le calcul de 1’énergie de déformation due a
I’effort tranchant et permet ainsi de tenir compte de 1’effort
tranchant dans le calcul de la fleche et de 1’angle de rotation.

A, devient une propriéte de la section au méme titre que les
moments d’aire et que la constante de torsion

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 307
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Aire effective de cisaillement

A, est determinée de fagon a ce que ’énergie de deformation,

 calculee en utilisant la distribution moyenne de la contrainte de
cisaillement agissant sur I’aire 4, par :

au lieu de la distribution reelle: 37 JT dA

* soit equivalente a 1’énergie de déformation calculée en utilisant la
distribution réelle de la contrainte de cisaillement sur la section

¥, POLYTECHNIGUE
{EE MONTREAL

o PR ASS Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 308
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Ainsi, pour une contrainte de cisaillement t, 1 ’€nergie de
déformation U est donnée par :

Uzljr-y-dV
2y

Puisque :

y=1/G
on peut ecrire :
—G j j % dA-dx (a)
)
e, anprites Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 309
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En considérant la contrainte de cisaillement moyenne agissant
sur 1 "aire effective de cisaillement, 1 €nergie de
déformation est donnee par :

1 1
U:ﬁlz‘;ri-dA-dxzﬁ}‘:Ti-Ac-dx

Puisque 17,=V/A4,

1 7?2
2-G 4,
R e
oA B Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 310
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=%”rz.dA.dx (a)

sz dx (b)
2GL

En comparant (a) et (b), on tire

VZ
~—=|7r*-dA

=\7T -

c
V2
A, =+ (c)
T -dA
A
)
R ENOINECRING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 311
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L’aire effective de cisaillement A. d’une section est
déterminee en utilisant (c). Lorsque sa valeur est connue,
I’énergie de déformation due a 1’effort tranchant peut alors
¢tre calculee facilement en utilisant (b).

2
1V
U= i T & (b)
2-Gj A,
2
V
c =T (c)
J T -dA
A
)
ot Preparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 312
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Aire effective de cisaillement

Exemple : Déterminer ’aire effective de cisaillement 4 - d’une
poutre de section rectangulaire.

N
<
G
!
"

6-V, |(hY
- | 5G| fn.,;{@ —y}

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 313




Aire effective de cisaillement

Exemple (suite) : Section rectangulaire

hi2 6V2 7 2
2
|77 -da= 2bj zh{(zj y]dy

A

72'V2h/2 4 2
ot -da=" 0 j{@j _2@) 'y2+y4]dy
A

0
2_(;1);1(;,)5 6
3 \2 5\2 5-b-h

72-Vj. (hT_
b-h° 2

n —
(\]l\)
N
Il

— 5 matériaux || M¢éthodes énergétiques

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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Aire effective de cisaillement (A4 )

Exemples de section

Tube rond a paro1 mince Tube rectangulaire a paro1 mince
Y A)Y
{—
\ \
e ! 8
Ac ~ 2 . h 4 _Z:QF \% h
.
b
Tube rond plein Poutre en I
! i A Y
l T Y
9 2 t
Ac:—- -R — - A zw,h P —p | [¢—W
10 c A :
< 3 >
b G et
=§';’_;é_f:"@é‘h."gémé Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 315
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T 6405

Illustration par EF de aire effective de cisaillement T,

S

Déplacement impose
de 0,1 mm

0,1 mm

g

Poutre courte — section Poutre courte — section en |
rectangulaire mince ‘
TR MontReaL
LD ENEINEEING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 316
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T f405

Illustration par EF de aire effective de cisaillement T,

0.60669
-13.291 Min
-18.729 Min

Poutre courte — section en 1

Poutre courte — section
rectangulaire mince

% POLYTECHNIGUE

ENOINE CRiG Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 317



Théoréme de Castigliano

—_ materiaux |l Méthodes énergétiques

Exemple : Déterminer la contribution de 1’effort tranchant a 1a fleche

au point d’application de la force P

P

F 3
v N4 200x52 Bl

N
M 0] B %A L J
AB j . §‘ '|
DeAaB: 0<x<L E=200x10°MPa ;G =77x10’MPa

[=52,7x10°mm*
ZMO_O:MAB_P'X A_=wxh=7,9mm x 206 mm =1627mm’
V=P

oU
Selon Castigliano : O 5 = 6—P

¥, POLYTECHNIGUE
{EE MONTREAL

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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L 2 L 2
U:J‘hdx—k 4 dx
2 E-1 12.G-4,

U LMAB(aMAB/aP j aV/aP)

0 c

M,z =Px

0
V=P

*o\
o'—-.

jP(l) P L PL
G- A 3.E-1 G-A

. Plus la poutre est courte, plus la
P-L {1 4 3-E-1 } contribution de I’effort tranchant

53 E. ] G-A-L a la fléche est importante.
L, mm o o
3 l+«a
P-L [1 ] 500 1,012 | 0,503

= N+ a

PO3.E- 1000 | 0253 | 0202
e 253X103 2000 0,063 0,059
12 L en mm 4000 0,016 0,016

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 319
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% I Résistance des matériaux I Méthodes énergétiques
MBC 2405

Théoréme de Castigliano

Probleme synthése: Portique

Deéterminer les réactions aux appuis de
ce portique

Les joints en B et D sont rigides; les
attaches en A et E sont des rotules

T4 POLYTECHNIQUE
{2 MONTREAL

Hf_ﬁ;;_r;;_:z“ﬁélﬁ’sémé Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 320
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T » %'405

w,N/m

A

IA

AV L |
H,=R e H.=R 4! ‘f’
— [ L
A [« >
.l
* Quatre réactions inconnues et trois €quations d ’équilibre disponibles
2.F =052 F,=0) M. =0

*Probleme hyperstatique du premier degre; on choisit une équation de
compatibilité : 0,; =90, =0

 H , est la réaction surabondante

T4 POLYTECHNIQUE
JAEE MONTREAL

A8 R Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 321
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POLYTECHNIGUE
# MONTREAL

ACE Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 322
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M 6405

Flexion d’un portique

Simplement supportée en A et E
ANSYS

R15.0

Academic

% POLYTECHNIGUE
k. MONTREAL

I i MiRLD IS Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 323



g Resistance des matériaux | Méthodes énergétiques
M 6405

Flexion d’un portique

Encastré en A et E
ANSYS

R15.0

Academic

v POLYTECHNIQUE

MONTREAL

I s ENOINE CRiG Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 324
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—
MEBEC f405

w,N/m

i Hl_l““""“l"“||||||[|||||l|l|||[||
o 4 C ’ i 4 ’

Par symétrie, on peut poser V,=V,=(wL)/2.

La valeur de H et H sera obtenue a 1 "aide de : 5 = oU —0
NF=0=H,=H, ' OH,

(@ POLYTECHNIQUE
JAEE MONTREAL

P HIRID LSS Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 325
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i 4 Resistance des matériaux |l
MEC f405

Efforts internes

Méthodes €nergétiques

w,N/m

LR RRE TR

<+ B D
DeAaB:0<x<L y c \
DeDaE:0<x<L .
P X
M,z =R-x AB . )
.L -"_Ay—f,-‘.—_ I
P = — W— ) AB HA =R HE —R
AB 2 < . :LJJ I/E
VAB A 5
Vig =R X
H,=R
—
A
w-L
="t
2
TET wotREAL
I e Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 326
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NIEC f405
w,N/m
Efforts internes ' p
% B
DeBaD:0<x<L 4 ) N
2
_w w- L
M ), +R-L-—""x
2 2
Fop =R H|=R .
w- L H,=R
Vo T y Wi V
2 =" :
H,=R
—AV?.
L
y, WL
TET wotREAL 2
A8 R Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 327
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VMBC %405
—_— . 2
M, ,=R-x MBDzwx+R-L—WLx
w-L
Pis == 2 Fep =R
Vig =R Vep =w x—WZ.L

oU M. (M. /OR)dx ¢ Vi(OV./6R)dx  P.(OP./OR )L
-y [MOM, /0RKx |- FV(OVL/GR)ix - P (@R, R)

a=7=0=
R ) E-1 ) GA, E-A
A B et DE
o A L(O)L
L L —— W
G_U:2 Rx(x)dx+2IR(l)dx+2 N
oR 1 E-I G- A, E-A
( 1 5, 1 wL
j‘\RL+2wx —wij(L)dx_Fj‘(w _2j(0)dx+R(+l)L:O
N E-1 ? G- A4, E-A4
\BD/

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 328
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- v

MEC %405
R 4+ wL'  wl’
oU 2RLC 2RL 3 9. RL
_2RL | 2RL | 2.3 2.2, RL _,
OR 3E-1 G-A E-I E- A
5+6 £ 5 |t 3([2)
AGL AL
Si BT ecct et =l <<<1\ Conclusion :
4G 72 e A onclusion :
L’effet de 1’effort tranchant et
wL ‘ ¢ i
alors RE_ > de lar force a.x1ale sur 1 energie
20 de déformation est négligeable
J
%/ iz Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 329
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T » 6405

Méthodes €nergétiques

Pour un portique fabriqué d ’un profilé W200x52 :

I1=52,7x10°mm"* , A=6660mm> et A =1350mm’

L, mm Riw R’/w=L/20 R’/IR
x107 x10°

500 16,596 25 1,506

. wL
20 1000 | 44,405 50 1,127
2000 96,974 100 1,032

w- L 1

R= .

El 1 4000 198,57 200 1,007
5+6 S |H3 5 : :
AGL AL
)
LD ENEINEEING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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Dans un portique de faible dimension, L = 500 mm, 1’effort
tranchant contribue pour 50% de la réaction horizontale aux
points A et E. Pour un portique aux dimensions plus
normales, L =4 m, cette contribution est de 0,7 %.

L, mm Riw R’Iw=L/20 R’/R
x10° x10”
500 16,596 25 1,506
1000 44,405 50 1,127
2000 96,974 100 1,032
4000 198,57 200 1,007
B &) e
=a!,,,'f’_“é_f:"@é‘h."gémé Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 331
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Formulaire type a ’examen

Chapitre 14 Energie de déformation

Théoreme de réciprocité ” (E )1 ° (é_‘l )11 = i (13] )11 L (é_'] )1
i=1 j=1
2 2 2 2
Energie de déformation U= Z% + % +Zj ]\lec;’x + ZJ. ;/lAdZC}
%L " M, dx v, x
Théoréme de Castigliano au _ oF oF oF oF
dF f AE +2.7) GJ +ZJM" EI AL AG

% POLYTECHNIQUE
(AL MONTREAL

A8 R Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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