atériaux Il

Analyse limite

Section 5 : Comportement au-dela du

domaine élastique
* Objectifs

— Connaitre le comportement d’un materiau €lastique parfaitement plastique
— Analyser une structure soumise a un chargement uniaxial

— Analyser une structure soumise a un chargement de torsion

 Calculer la force ou le moment au début de I’écoulement plastique
« Calculer la force ou le moment limite

e Calculer la réserve

Source: Lepoint.fr
—

=F 0 Fini Phénomeéne physique Schéma de I’étude
| & : Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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Section 5 : Comportement au-dela du domaine élastique

5.1 Introduction et modeles pour I’¢tude du comportement des matériaux
5.2 Application de I’analyse limite au chargement uniaxial

5.2.1 Analyse élastique

5.2.2 Comportement au-dela du domaine élastique

5.2.3 Analyse limite
5.2.4 Comparaison entre 1’analyse limite et I’analyse élastique

5.3 Application de I’analyse limite a la torsion

5.4 Application de 1’analyse limite a la flexion
54.1 Moment limite
54.2 Analyse limite des poutres

5.5 Contraintes résiduelles

o POLYTECHNIQUE
- ’ MONTREAL
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i e x 1l Analyse limite

5.1 Introduction et modé¢les pour I’étude du comportement des
materiaux
Analyse limite ol =\
Utiliser un modele de materiau )*
elastique-parfaitement plastigue. Modele réel
X

Dans cette étude, on appelle F, ,T, et M, ,la force, le couple et le
moment qui provoguent le début de I’écoulement plastique dans une
piece ou une structure. C’est la force Fy, le couple T, ou le moment M,
d’écoulement.

Par contre, on appelle F, T, et M, la force, le couple et le moment qui
provoquent la plastification complete d’une piéce ou d’une structure.
C’est la force F|, le couple T, ou le moment M, limite.

&, POLYTECHNIQUE
— (’ MONTREAL
E CINEERING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 307




Analyse limite

a trois barreaux ci-contre qui ont
tous la méme section (A; = A,= A).

barreau 2 ¢

F

Méthode de solution :
Probleme hyperstatique; les réactions sont

obtenues en appliguant simultanément :
* les equations d’équilibre
* les equations de compatibilité

obtenues en appliguant seulement

- l Probleme isostatique ; les réactions sont
L
 les équations d’¢quilibre

#p 3, POLYTECHNIQUE
= \; MONTREAL
E CINEERING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 308




Analyse limite

5.2.1 Analyse élastique

Exemple 5.1- Solution (suite)

a) Equilibre R, R, R,

>F,=0=F =R, +2-R, cos(45)

R,~/2 E
2

F=R +R,v/2 (5.1)

Nous avons deux inconnues et une seule équation d ’équilibre,
donc un probleme hyperstatique.

¥ POLYTECHNIQUE
FY MONTREAL
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5.2.1 Analyse élastique

Exemple 5.1- Solution (suite) k 450 i 450 2
b) Compatibilite
E
0,=0 |-
0,=0,€08(45") .

5 cos(45°)

¥, % POLYTECHNIQUE
¥ MONTREAL
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5.2.1 Analyse élastique

Exemple 5.1- Solution (suite)

c) Relation P-o6

Dans le domaine élastique, pour une
membrure chargée uniaxialement

gogE=SLp_lp_ s Lo Pl
L L E AE =

P : force uniaxiale dans la membrure

0 : allongement de la membrure
d'ou

LRL §:R2L2:R2L\/§
E AE * A E E

5B
A

#p5, POLYTECHNIQUE
§ } MONTREAL
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5.2.1 Analyse élastique

Exemple 5.1- Solution (suite)
d) Reésolution:
En combinant les relations précédentes :

3, =0, €0S(45”) =5 cos(45°)

=Rl g g, R :
AE A E '
. R,Lv2 RLV2 F=R,+R,\2
on obtient : : =

A E AE?2 — r - 2F
A-A-A [ b2+42

F
R,=2'R, R~ 7

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 312
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5.2.2 Comportement au-dela du domaine élastique
Puisque R, =2 R, et puisque A, = A, , dans le domaine élastique:
c,=2-0,

la premiere membrure a atteindre 1’écoulement plastique sera la
membrure 1.

2.F
2++/2

Donc : SY — car R, =

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 313



o = Analyse limite

5.2.3 Analyse limite

Pour un matériau élastigue-parfaitement plastique, lorsque F
augmente au dela de F, , la réaction R, reste constante et égale a
AS, alors que la réaction R, continue a augmenter.

A la charge limite F, les deux réactions R, et R, valent AS.,.
Donc, de (5.1) :

AS, AS, AS,
F =R, +R,V2=A,-S, +A,-S 2 P
Puisque A; = A,,ona:
J?2 E
:>FL=A-SY(1—I—ﬁ) : K, =A°Sy(1+2
et W
F 2(1.,.@) A la limite du comportement elastique, la
= /2 =1,41 structure éetudiée dispose de 41% de
_ FY 2+ réserve avant de s’effondrer
§ (@) ot 314
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Analyse limite

5.2.4 Comparaison entre I’analyse limite et Panalyse
elastique
La rigidité d’une structure est définie par le rapport
chargement/déplacement.
Ici, la rigidite est obtenue a | ’aide des équations suivantes:

De MaN : F—(2+ﬁjAE.5

— > ] @)
DeNaP: F=AS + V2 AE-5

2 ) L
ou 3 est I’allongement du barreau 1 5, O, '

Oy et o, sont difficilement detectables a 1’ceil nu; en conséquence, la
structure entre en état limite sans que cela ne soit bien perceptible.

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 315
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5.3 Application de ’analyse limite a Torsion

T T=T,
O=0y
| YT="vy |

Sev [
: T=T /
i P> |

/4

0O |
Modeéle élastique-parfaitement

= rovrecniaue  PlAStique en cisaillement

A E! MONTREAL
bt LRSS Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 316
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5.3 Application de ’analyse limite a Torsion

Arbre en torsion : valeur de t au début de I’écoulement (ty = Sqy)

T, T Selon Tresca

J
FS=10= >y =7 >

_ v
2T e 2

max

O-max _O-min

max 2
_ Ty _(_TY )
2

T

Mmax

:’Z’Y

S

:—Y:S
2

Donc: |7,

SY

ou Sy : limite d’écoulement en torsion

¥, POLYTECHNIQUE
A MONTREAL
_ 5@ WORLD-CLASS

GILIRRE ENCINEERING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 317
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5.3 Application de I’analyse limite a Torsion
Arbre en torsion : valeur de t au début de I’écoulement (ty = Sqy)

- _hr

~5 4 Bo=h Ty Selon Von Mises

FS=10="" =05,

o= 3lE 5 ) 7,0 +(0-5, o,

S
Donc: 7y 27520,577 SY ZSSY

¥ POLYTECHNIQUE
¥ MONTREAL

ittt faiooLtss Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 318



Analyse limite

5.3 Application de ’analyse limite a Torsion

Au début de I’écoulement sur la section, T =T,

T-r rr* g.d?
TXH = — J = =
J 2 32
T, r r’
Ssy BRE = |1y :785\(
Sey :S7Y (Tresca) ou 0,577S, (Von Mises)

¥ POLYTECHNIQUE
FY MONTREAL

ittt faiooLtss Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 319



Analyse limite

5.3 Application de Panalyse limite a Torsion

A la plastification compléte de la section, T = T,

r 2z
TLZJIP (p-d@-dp) Ssy
00 ~ ~— ~
r Force
TL:_“ P (2-71'-,0~dp) Sey
OH—/ N~ ~ —
Bras de Force
levier
3
T, = 27 Sy, et o_4 réserve i
3 T,

A la limite du comportement élastique, un barreau circulaire
plein en torsion dispose de 33% de réserve avant de s’effondrer

&, l POLYTECHNIQUE
— ,5 MONTREAL
B INEERING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 320
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5.3 Application de I’analyse limite a Torsion

Pour un tube de section circulaire, quel est le rapport T,/ T,?

Ty r
=y
T :SSY"J_ E(R:_Rf)
Y RO SY 2'R0

T, jp @7-pdp)S, =278, e

T POLYTECHNIQUE
ki MONTREAL

BN
ENCINEERInG Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 321
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5.3 Application de Panalyse limite a Torsion

Pour un tube de section circulaire, quel est le rapport T,/ T,?

4 4
TY:SSY ﬂ-(RO_Ri) TL 4R0(R:_Ri3)
2.R "
30 3 TY 3 R:_Ri4)
R°—R
T,=27-S, 2> —
Sion pose R; = X-R, , on a: L:ﬂ(l_xj) i
(X < 1,0) T, 3(1-X*)
T

Pour X=0,9 typiquement, | =1051~10

Y

A la limite du comportement élastique, un tube circulaire & paroi mince
en torsion n’a pratiquement pas de réserve avant de s’effondrer

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 322
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5.3 Application de I’analyse limite a Torsion

Quel est le rapport T, / T, pour un tube rectangulaire?

a) Ty T, =S, -2-At .
Ty :m t >
o) T,

Puisque t,, est = constant a travers 1’épaisseur,

dés que t,, = Sqy , la paroi est complétement plastifiée

Lzl,O
T

Y

A la limite du comportement élastique, un tube rectangulaire a paroi mince
en torsion n’a pratiquement pas de réserve avant de s’effondrer

Fa, PO
§ x | MONTREAL

o ENGINEERING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 323
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Analyse limite

Section 5: Comportement au-dela du domaine
elastique

* ODbjectifs
— Analyser une structure soumise a un chargement de flexion
 Calculer le moment au début de 1’écoulement plastique

e Calculer le moment limite
e Calculer la réserve

— Savoir la définition d’une rotule plastique
— Calculer la position de 1’axe neutre plastique

— Dessiner les différents mécanismes d’effondrement d’une
structure

— Calculer la charge limite P,

&, " POLYTECHNIQUE
— ,5 MONTREAL
i e BN, Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 324



Analyse limite

Section 5 : Comportement au-dela du domaine élastique

5.1 Introduction et modeles pour I’¢tude du comportement des matériaux
5.2 Application de I’analyse limite au chargement uniaxial

5.2.1 Analyse élastique

5.2.2 Comportement au-dela du domaine élastique

5.2.3 Analyse limite

5.2.4 Comparaison entre 1’analyse limite et I’analyse ¢élastique

5.3 Application de I’analyse limite a la torsion

5.4 Application de I’analyse limite a la flexion
54.1 Moment limite
5.4.2 Analyse limite des poutres

5.5 Contraintes residuelles

&, ‘ POLYTECHNIQUE
— ,5 MONTREAL
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5.4 Application de ’analyse limite a Flexion

Distribution de la contrainte

o M z
s, Apres le début 1’écoulement _
M,=M_ =
Y
e Plastification complete

Comportement élastique- (création d’une rotule plastique)
y rovrecniaue D@rfaitement plastique

7B E) MONTREAL
AT Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 326
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Creéation d’une rotule plastique

- - A M
Exemple 5.2 : Flexion 3 points Ml
M ____________
M, |-
1: debut de I’écoulement
1/py | 1;p

p est la courbure de la piece

2: propagation de la
zone plastique

3: plastification
complete

¥, % POLYTECHNIQUE
¥ MONTREAL

AR Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 327
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MEBC %405

Creéation d’une rotule plastique

Exemple 5.2 (suite) : Flexion 3 points M

Rotule plastique L L,
M=M, 1/ py 1 p
p est la courbure de la piece

1/ p—0
Attention une rotule mécanique
n’est pas une rotule plastique

La piece est en plastification généraliseée et p
diminue d’une fagon ininterrompue

¥ POLYTECHNIQUE
¥ MONTREAL
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Analyse limite

Calcul du moment au début de I’écoulement (M,)

A partir de la contrainte axiale o, et du critére de Tresca

M, -C
I

o=S, =

—

|
M, = S,=S,S,

™ Limite d’écoulement
Module de section

C est la distance entre 1’axe neutre et la fibre la plus eloignée.

)/Ak

#%  POLYTECHNIQUE
@178 Y MONTREAL
| "'~ 4
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5.4.1 Moment limite (M,)

Plastification genéralisée de la section

Meéthode de solution :

a) Trouver la position de I’axe neutre plastique
b) Calculer M

¥, % POLYTECHNIQUE
¥ MONTREAL

ittt faiooLtss Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 330
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Calcul du moment limite (M,)

a) Position de | ’axe neutre plastique (ZF, = 0)

Soit A, la portion de I’aire de la section soumise a de la tension et A_ celle qui subit
de la compression. L’équilibre des forces en X amene

=+ M 5

. :l _______ <§ _________________

> F=S,-A-S,-A=0 =>A=A=A/2

L’axe neutre plastique divise la section en deux zones d’aires égales lorsque la
piece subit seulement de la flexion.

Cela n’est plus vrai lorsqu’on ajoute une force axiale ou lorsque la limite
d’¢coulement varie dans la section (différents matériaux).

A A A A

vV VY Y VvV VY I

A

#%y POLYTECHNIQUE

’,‘& MONTREAL
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Analyse limite

\
Calcul du moment limite (M,)
b) Calcul de M, (ZM, = 0) M, = "
Une somme des moments donne _< """"" VA — v
| i
=S, Ay +S,-Aly =S, > Aly/=S, Z, )

ou yc et yt représentent la distance entre 1’axe neutre plastique et le centroide des
sections en compressmn et en tension respectlvement.

Z est le module limite. Les valeurs de Z sont tabulées dans la fiche technigue des
profilés comme une propriéte de la section au méme titre que 1’aire ou les moments
d’inertie | et J.

#5%3, POLYTECHNIQUE
B 7&5 MONTREAL

NeECRiNG Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 332
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T — M, Z
Z, =AYy, +AlY. o=t (M3 g
My S, M, 2
h,h h_h bh? !
=——p—+—ph =
242 4 4

Une section rectangulaire pleine en flexion
a une réserve de 50% avant 1’effondrement

¥ POLYTECHNIQUE
FY MONTREAL
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Analyse limite

Solution :
Il faut d ’abord calculer

I’emplacement de I’axe
neutre plastique.

De A, = 1/2 A on trouve :

A :%-A :>(60-10+10-a)=%(60-10+100-10+100-10)
=a=/0mm
A=A =1300mm°
MONTREAL - 334

°°°°° ERive Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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— Analyse limite
\
Finalement, on calcule le module |Imlt(3 (Z,) 100 mm . 10mm
/ + .
Z, = > A - ‘ﬂ = (100 -10)(30 +10/ 2) 10 mm_’_|_'_ T
#(30-10)30/2)  —— . ||
4 (70-10)(70/2) r .
{(60-10)(70 +10/2) Omm
Z, =109x10° mm® 1\O®Q1m 10mm
mm°N - = | i
: 60 mm |
mm | |
Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 335
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Exemple 5.4 : Calculer M /M, pour une poutre en | du type
W200x52

Le profilé W200x52 est un profilé normalisé de 200 mm de
hauteur nominale et pesant 52 kg/m de longueur.

204 mm X

De I’annexe C, tableau C.1, on lit, pour ce profilé : s O™

« S,=512x10%3 mm? - _
« Z,=570x10%3 mm3

Alors, , Al &

M, 570 111
_512 - Le profilé W200x52 utilise plus efficacement le

matériel que la section rectangulaire mais il a
moins de réserve avant I’effondrement

Y

/5%y, POLYTECHNIQUE
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Calcul du moment M,

L’axe neutre plastique divise la section en deux zones d’aires égales lorsque la poutre
subit seulement de la flexion.

Ici, on verra que cela n’est plus vrai lorsqu’on ajoute une force axiale. Le moment qui
cause la plastification s’appelle maintenant M, et est différent de M,

Exemple 5.5 : Trouver le moment de plastification M, de la poutre en T.

L 40mm N
" l10 mm ' y " SY
\_T | | ¢
' <
: -
7 e ] | =<0 mm M, Axe neutre plastique fe—— X
—r  — ]r .................. e o — s — — _>
-
y e
——
_ -
Sy =300 MPa F =10kN —
A 4 L 4 A 4 >
[ @) wra
. SIRECRING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 337
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Calcul du moment M,

Exemple 5.5 (suite) : Trouver le moment de plastification M, de la
poutreen T

F =10 kN —

L’axe de passage de tension a compression est a un emplacement différent de celui
de I’axe neutre plastique calculé pour la flexion seulement.

On le montre ici a une distance y du bas de la poutre.

& POLYTECHNIQUE

Q; MONTREAL
CINEERING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 338
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— ateriaux Il Analyse limite

Calcul du moment M,,
P 40mm |
- |‘ mem Ay V| ) SY
Exemple 5.5 (suite) o Tlom My )acnmepiioe =X
Solution : o y —
F =10 kN 7
y | — —

a) Localiser I’axe de passage de tension a compression.
Si on appelle A, | *aire de la section qui est en tension et A_ celle qui

est en compression,
> F.=A-S,-A-S,—F=0

Puisque A, + A, = A, on obtient
10x10° N +1400mm?-300 N

F+A-S 2 ,
=5 - g Te=716,7mm
e 2:300
. #pm  POLYTECHNIQUE mm
= '(\} MONTREAL
. RIPRE Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 339
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Exemple 5.5 (suite)

A =716,7mm*=10y
= y=/71,/mm

b) Calcul de M,

>, M, 00500

A =-M P
+S, -[28,3-10]-(22’3j
(" Résumé: )
orsqu’il y a de la flexion
- F- y =0 - etqune Zharge axiale
1-2F=0

M, =12,8x10° N-mm=12,8k N-m e e

¥, % POLYTECHNIQUE
¥ MONTREAL
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5.4.2 Analyse limite des poutres en flexion ordinaire
(Effondrement de structures)

Points importants a respecter dans | ’analyser limite des poutres:

* [l est imperatif de poser M, dans le bon sens. L’analyse est basée
sur une valeur connue de M, (valeur numérique et sens)

Solution en deux étapes
1. Faire d’abord un DCL de toute la structure

2. Ensuite faire des DCL sur des parties de la structure (au besoin)

* Quand on fait une coupe dans la structure, ne pas oublier I’effort tranchant sur le DCL
« Faire une somme des moments par rapport a un point qui elimine la contribution de
I’effort tranchant

# %Y, POLYTECHNIQUE
937y MONTREAL
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g
Exemple 5.6 : Déterminer la charge limite P, pour cette poutre
(Sy =350 MPa) P
N AJ W 200x52 |B
3 3
ML:SY-ZZ=350mm2-57Ox10 mm T -

M, =199,5x10°N -mm=199,5kN -m

2Mp=0 CA P
M =3P =P =M 199KNM_go gy
3 3 m

IMPORTANT : M, s’oppose toujours
Aé la rotation de la poutre. Dans le DCL
il est impératif de poser M, dans le bon sens.

s rovmecmmuEX€Mple 12.2 dans volume
- ,5 MONTREAL
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—_ 2ri Analyse limite

Exemple 5.7 : Déterminer la charge limite P,
de la poutre W200x52
S, =350MPa ;Z,=570x10°mm®

NN
>
0

C
3mA3m1%§w

A
\ 4
A

Solution :
a) Analyse élastique

La poutre en (a) est une structure hyperstatique : les M P
¢quations d’équilibre disponibles ne permettent pas de ( A \B C
. 3m

»
»

déterminer R,, R et M.

L’indétermination statique peut €tre levée a 1’aide de
méthodes classiques de 1’énergie de déformation ou autre.

#, POLYTECHNIQUE
- , | MONTREAL
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Analyse limite

Exemple 5.7 (suite) : Déterminer la charge ] P
limite P, de la poutre W200x52

b) Analyse limite

M
L’indétermination est levée si on étudie la deformée qui AL P C
se produit a la charge limite P, . Cette déformee est N/]R
montrée en (b). C
R. g (b

Le seul mécanisme d ’effondrement possible nécessite la
formation de deux rotules plastiques :

 une a I’encastrement
« une sous la charge P,

En C, le support étant un appui simple, il I
ne peut pas y avoir de rotule plastique.
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Exemple 5.7 (suite) :

Le DCL de toute la structure (b), ! P
A B_¢C
»M,=0 =M +6-R.=3-P,_ (1) Z3m_J_3m %
' ' : M L (a)
Puis, sur une partie de la structure (c) : ( A C

I:)L
SM,=0 =M, =3R, (2 e
B L C Ra B ()
P
Doty 7.5, 570x0°®-350x10° M. %R
=L _£roy MY OURY _199,5 kN #B (0 'C

P
im im m

P =199,5kN

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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— Analyse limite
g
Exemple 5.8 : La poutre W200x52 est supportée par \\\N\S
une tige de 100 mm? de section. La poutre et la tige P Z
sont d’un acier pour lequel Sy =350 MPa. %
Déterminer P, . 2A | B
?: 3m 2 3m (a5

Solution :
Dans le domaine élastique, le systeme est hyperstatique.

En analyse limite, deux mécanismes d’effondrement sont
possibles. Mécanisme 1

_ P F L effondrement plastique
rotule plastique

= (b)

Deux rotules plastiques

&, l POLYTECHNIQUE
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g ~" S materiaux
Exemple 5.8 (suite) :
Solution :

Analyse du mécanisme montré en (b) :

ot : F =A-S,=100mm?*-350 N ~=35kN
mm
et 5 _6F +M, 6AS,+Z,5,
L 3 3
P =136,5kN

Analyse limite

NN
NG
-
-
/ 1|
A = C
1 3m 3m
(a)
Ra
(b)

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.

347



Analyse limite

Exemple 5.8 (suite) : WA
Analyse du mécanisme montréen (c): NEQ
P s
<IIE
>'M,=M_ -3P_ +6 R =0 1B C
-
RC
P C

ZMB:ML_B RC:O MLC‘: - (C)

M i
_ L _ Choisir une somme des moments
P'— B m 199’5 kN par rapport a un point qui élimine

Ne pas oublier I’effort tranchant.

I’effet de 1 ’effort tranchant

La charge limite est la plus petite | PL =136,5kN
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. riaux Il Analyse limite

\'5.4.2 Analyse limite des poutres en flexion ordinaire
(exercice 1)

Pour le montage illustré, on donne les propriétés suivantes :

Poutre AB : Z, =75 x 10° mm?

Poutre CF : Z, =150 x 10° mm3

Tige BD : A =100 mm?

Le montage est fait d’acier doux dont S, = 250 MPa. On demande de :

a) dessiner tous les mécanismes possibles d’effondrement plastique de cette structure;
b) calculer la charge limite de ces mécanismes.

Eﬁ;-; —> <
o8]

i

C D

4—»': =|
‘ | I
(R} mrecaave 1m 0,5m 1,5m

p 4 ’ 7 - . . - - . .
B ENGINE ERING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 349




i e x 1l Analyse limite

Section 5 : Comportement au-dela du domaine
elastique

* QObjectifs
— Connaitre ’'importance des contraintes résiduelles

— Calculer les contraintes et la déformation résiduelles d’une
structure soumise a un chargement uniaxial

— Calculer et dessiner la distribution des contraintes résiduelles
dans une poutre soumise a un chargement en flexion

— Calculer et dessiner la distribution des contraintes résiduelles
dans une structure soumise a un chargement en torsion

#p 3, POLYTECHNIQUE
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—_ 2ri Analyse limite

Section 5 : Comportement au-dela du domaine élastique

5.1 Introduction et modeles pour I’¢tude du comportement des matériaux
5.2 Application de I’analyse limite au chargement uniaxial

5.2.1 Analyse élastique

5.2.2 Comportement au-dela du domaine élastique

5.2.3 Analyse limite
5.2.4 Comparaison entre 1’analyse limite et I’analyse élastique

5.3 Application de I’analyse limite a la torsion
5.4 Application de 1’analyse limite a la flexion

54.1 Moment limite
54.2 Analyse limite des poutres

5.5 Contraintes résiduelles

P POLYTECHNIQUE
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" Xl Analyse limite

5.5 Contraintes résiduelles

« Définition: Contrainte qui existe dans une piéce alors qu’aucun
chargement n’y est appliqué

« Pour qu’il y ait des contraintes résiduelles, 1l a fallu, que dans
I’histoire de la pi€ce, une partie ait été deformee plastiguement

« Peuvent étre bénéfiques ou nuisibles pour les pieces mécaniques

— En tension a la surface
 Nuisibles : contribuent a I’initiation et a la propagation des fissures

— En compression a la surface :
 Beénéfigues: retardent I’initiation et la propagation des fissures.

— Sous la surface
« S’additionnent aux contraintes induites dans la piece par les forces extérieures

 Leur intensité et la sévérité du chargement sur la piece indiquent si elles doivent
étre prises en compte

#, POLYTECHNIQUE
- MONTREAL
QD) 352
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A 1 Analyse limite

5.5 Contraintes résiduelles

Origine des contraintes résiduelles

* Procédes d’usinage par enlevement mécanique de matériau
(usinage par tour, fraiseuse, rectifieuse)
— Laissent des contraintes résiduelles de tension en surface.
— L’¢paisseur de la couche affectée dépend de I’intensité du procéde.
* Procédes de forgeage, d’¢tirage, de laminage, d’injection
— Laissent des contraintes résiduelles importantes en surface en tension ou en
compression.
— Peuvent parfois prendre une proportion importante par rapport a celles
induites par les forces extérieures.
« Un choix judicieux du procédé de mise en forme
— Peut diminuer les contraintes residuelles indéesirables

— Sinon le recuit est le moyen le plus courant et le plus économique pour
eliminer les contraintes résiduelles indésirables

#, POLYTECHNIQUE
- MONTREAL
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Analyse limite

5.5 Contraintes résiduelles

» Certains procédés ont comme objectif d’induire des contraintes
résiduelles de compression benefiques a la surface de la piece.

— Grenaillage (Shot Peening) et le roulage (rolling).
Exemple: Ecrouissage

Dans I’assemblage des structures acronautiques rivetées, les trous de rivets sont

écrouis afin d’induire des contraintes résiduelles en compression sur les parois
du trou, ce qui améliore la vie en fatigue

v

P POLYTECHNIQUE
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5.5 Contraintes résiduelles

 Calculs des contraintes residuelles pour un materiau
elastique-parfaitement plastigue

o Calculs pour 3 types de chargements
— Chargement uniaxial
— Flexion
— Torsion

Méthode de solution
1. Lors du chargement, il y a comportement elastique et élasto-plastique

2. Lors du déchargement, on suppose qu’il y a comportement elastique

parfait des matériaux
3. Les contraintes résiduelles sont auto-equilibrées

355
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o al Résistance des matériaux Il Analyse limite
MEBC f405

5.5 Contraintes résiduelles : Chargement uniaxial

Exemple 5.9 :

» Deux barreaux concentriques solidaires
 Alliages différents, S,,>S ,

- BE,>E

« AiresA; #A,

« Longueurs initiales Ly, = Ly,

« Allongements AL, = 4L,

Ao
Syl /
1
2
SYZ

» &

¥, % POLYTECHNIQUE
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MEC 405

Exemple 5.9 (suite) :

Application d ’une force F telle que 0,=S,, et Sy, <o, < Sy,

€ = Emax

AKO-
SYl 1
O !
7,=S,, ; 2
é_max > &
F=A-0+A o,

% POLYTECHNIQUE
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ol Résistance des matériaux |l Analyse limite
MEC 405

Exemple 5.9 (suite) :

Application d ’une force F telle que 6,=S,, et S,, <o, < Sy,

€ = Emay = 0,
O 51 =S
A Z _>O-27__ Y2
S, 1 o,
O _
1 F=A.0+A o
Point virtuel Al 1 Az 2
E ¢ l
2 7 max E, e —S,=A
Gzzsvz f 5
E E

max :

[
»

¥, % POLYTECHNIQUE
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— 1; Résistance des matériaux |l Analyse limite

Exemple 5.9 (suite) :
Déchargement en gardant F > 0 = E—
1O 0,
SYl (711

F=A-0,+A 0,

Lors du déchargement, le matériau 1 revient
sur la droite de pente E,. Le matériau 2

revient sur une droite de pente E,

E2 gmax
S —Sy,=A
Y2
o,=E ¢
E, &
0-2 O-ZZEZ'E_(EZOEmax_SyZ)
g g gmax
. POLYTECHNIQUE
78 E) MONTREAL
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o o iaf Résistance des matériaux Il Analyse limite
MEBC 2405

Exemple 5.9 (suite) :

Déchargement jusqu’a F =0

E ¢

2 ~max

! gmax E
o r -___‘ — . — . —_—
2 GZr o E2 gr (EZ gmax SYZ)

¥, % POLYTECHNIQUE
¥ MONTREAL
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B RS e des matériaux I Analyse limite

MEBC 240

Exemple 5.9 (suite) :

Déchargement jusqu’a F =0 — O,
—F .0 — . _ 2 “— O
GZr_EZ gr (EZ gmax SYZ) N ?
+ — O,
Oy = El & g . est toujours calculé a partir de la
contrainte residuelle dans le matériau
@ qui est resté dans le domaine élastigue.
F=A-0,+A 0, =0 Dans ce cas-ci, ¢, = o, /E

AlEl'gr +A2 'Ez ‘& _Az 'Ez "E max +A2 'sz =0

— 2 2 max Y 2 . _ . B
o : ‘1E A -E ’Glr_El.gr Oor =0y,
1 + 2 * 2
{ehy) wovrmn A

WEIVECRING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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— = des matériaux I Analyse limite
VIEee ‘t U
5.5 Contraintes residuelles: chargement en flexion
« Concept

— Trois étapes: chargement, déchargement et superposition des contraintes
— On suppose matériau élastique-parfaitement plastique

AAAAAA
\AA/4

M, —
C f\ _
Lors du chargement, Lors du déchargement, Au repos,
il y a comportement elastique on suppose qu’il y a les contraintes résiduelles
et elasto-plastique comportement élastique parfait sont auto-équilibrées

des matériaux

POLYTECHNIQUE
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Analyse limite

5.5 Contraintes résiduelles: chargement en flexion

Exemple 5.10 : Calculer les contraintes residuelles apres que le
moment M, illustre ici ait éte enleve

*y

® '25 mm
100 25mm

> X
25mm
- 25mm

24 mm S, =300MPa
Calcul Mp
:E: PVq A == ()

:—Mp+2-[ (24.25).(z5+2_:)

mm

e mreeme |[M p =16,5X10° N -mm=16,5kN -m

k¥ MONTREAL
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Analyse limite

5.5 Contraintes residuelles: chargement en flexion

Exemple 5.10 (suite) : Verification que My < My <M,

LY S, =300MPa
f( ___________ X,
100 njm
Calcul My I
- 24mm
M, =S,-S, o
3 2
SZ:l:b h"2_(24100 ):4Ox103mm3
c 12 h
S, =300MPa :>MY:4OX103mm3-300 X ~=12kN-m
mm

M, =12kN-m < M, =16,5kN-m=>OK

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 364




— - > materiaux || Analyse limite

5.5 Contraintes residuelles: chargement en flexion

Exemple 5.10 (suite) : Verification que My < Mp < M,

S, =300MPa
__®
25I
Calcul M 100
mm ®
M =ZS,
<, - 24mm
Z,=2 AN —

Z. =2[(24.50)520}=24-502

Z,=60x10°mm®
S, =300MPa =M, =18kN-m -
M_=16,5kN-m < M, =18kN-m=>OK

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 365
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Analyse limite

5.5 Contraintes residuelles: chargement en flexion

« Exemple 5.10 (suite) :

— L’état de contraintes dans la section @ M = 0 se calcule en superposant 1’état
de contraintes associe a un moment - M a celui induit par M,,.

— Lors du déchargement, le matériau a un comportement parfaitement

linéaire.
% ::25 mm —
5 “25 mm ?
_________________ Ké;r.r.]_rr-\l g__
>l 125mm ;
300MPa ol =412,5MPal

M, 165x10°N-m
MeTS T 40x10° M

z

Calcul de o, a la fibre extréme pour
un matériau élastique linéaire

o,

=412,5MPa

P POLYTECHNIQUE
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Analyse limite

5.5 Contraintes residuelles: chargement en flexion

« Exemple 5.10 (suite) :
— Superposition des contraintes (addition vectorielle aux points importants)

300MPa 412,5MPa

—
206,25MPa —937

@

AAAAAA
\ A A/
i dl

“AHHMVV
|

Lors du chargement, Lors du déchargement, Au repos,
il y a comportement élastique on suppose qu’il y a les contraintes résiduelles
et élasto-plastique comportement élastique parfait sont auto-équilibrées

des matériaux

Py POLYTECHNIQUE
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Analyse limite

5.5 Contraintes residuelles: chargement en flexion

« Exemple 5.10 (suite) : Si on recharge a M,

?112,5 S, =300MPa «—187.5MPa

————————————————————————————————————————————— ly—,ﬁsompa '\j'YC ? 243,75MPa
_I_ — {_A__ _ X

........... ___>X — i — .
>93,75 '3.
— —
-112,5 '
AU repos avec présence Application d’un nouveau Effet bénéfigue des
de contraintes résiduelles chargement externe (ici, M) contraintes résiduelles

(pas d’écoulement)

A cause des contraintes résiduelles présentes dans la section
avant de recharger, on ne retrouve, en aucun point de la section,
une contrainte égale ou supérieure a celle que 1’on aurait eu si
les contraintes résiduelles n’avaient pas été présentes.

Il faut recharger a My, pour retrouver S, dans la section.
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e Analyse limite

Photoélasticité pour mesurer les contraintes

Principe

« Basée sur les propriétés de biréfringence d’un matériau
* Indice de réfraction n’est pas unique mais déepend de la direction de
polarisation de I’onde incidente lorsque le matériau est déformé
« Les contraintes/déformations au sein du matériau introduisent un déphasage
qui dépend
 Intensité des contraintes
» Epaisseur du matériau
* Il se produit des “extinctions” pour certaines longueurs d’onde
(dépendamment du matériau et de la contrainte) d’ou les bandes de couleurs
observées.

Réf.:

e MEC64605-LAB5: Photoélasticité bidimensionnelle
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— Analyse limite

Modc¢le photoélastique d’une plaque trouée chargée en tension
uniaxiale (MEC6405: Analyse expérimentale des contraintes)

b
~3 0 )nom

Kt® =~ 4

0, max= 425 MPa

Kt~2
Kt (0~ 425

Bl . =1MPa

Reésultat du calcul par éléments finis - contrainte de Von Misés:

les valeurs en MPa ne sont valables que pour le calcul par éléments finis pas pour la mesure,

Source: Formationtech.tv
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