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Section 4 : Methodes énergétiques
* Objectifs

— Comprendre la définition de I’énergie de déformation

— Savoir calculer I’énergie de déformation d’une structure soumise a
différents chargements

— Savoir utiliser le theoreme de Maxwell-Betti
— Comprendre la démonstration du théoreme de Castigliano

Poids de plongeur
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Energie de déformation

4.1 Energie de déformation

4.1.1 Expression de I’énergie pour un chargement uniaxial

4.1.2 Expression de 1’énergie pour une force de cisaillement

4.1.3 Energie de déformation élastique pour un chargement général

Methodes énergetiques
4.2 Cas particuliers

4.2.1 Tension
4.2.2 Flexion
4.2.3 Torsion

4.3 Théoreme de la réciprocite, de Maxwell-Betti
4.4 Théoreme de Castigliano

4.4.1 Application aux systemes isostatiques
4.4.2 Application aux systemes hyperstatiques

4.5 Effets de I’effort tranchant
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Méthodes énergetiques

« Théoreme de Castigliano est basé sur I’énergie de
déformation pour calculer

1. Déplacements (ou rotations) en traction, en flexion et en
torsion d’une structure isostatique ou hyperstatique

2. Reéactions d’un systéme hyperstatique

« L’¢nergie de déformation se calcule par

U =%J‘(O'X°8X+O'y &yt O, E Ty Yy T Ty Yy T T V) AV (14.2)
Vv

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 211
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Contraintes dans un ressort de traction

"5‘1
i
};%1 Fixe Diametre fil d = 2.2mm
7 Diamétre d’enroulement D = 8.8mm
mmmmmamane et 8 Matériau: acier (G = 81500 MPa)
Contrainte maximale de cisaillement %
Type: Contrainte maximale de cisaillement
Unité: MPa Calcul du cisaillement maximal
Temps: 1 (Wikipédia: Formule donnée par Roever)
6252015 1147 AkA
. . 8PD

M 30.393 Max Tm=K7=K -

27.005 T d
| 23,795 ot T _ SPD
{20,498 K nd
- 4m—1 0,615 |

12,901 avec ' = 1 1 + en posant m = D/d
L | 10,603 Y m= m

13042

0.70734 Min
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4.1 Energie de déformation
4.1.1 Expression de I’énergie pour un chargement uniaxial

Y
Démonstration : PR 5x7///7
b

>
N

Force normale P, sur un élément de dimensions 4 x, 4
y et A z produit un allongement 9,

L’énergie de déformation dU, développée par la force
P, sur cet élément est :
du, =P -ds, ‘

Exprimee par unité de volume, la densité d’énergie de P
déformation, U,,, developpée par la force P, devient :

4

e '

e
£
Lo

»
>

X

>

Al

<

§X §X PX d 5X ki >~ X
| JAyAz Ax | lgxdgx s, 5

O, Ey La notation adoptee ici est différente de
celle utilisée dans le volume R des M.
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Meéthodes énergétiques

4.1 Energie de déformation
4.1.1 Expression de I’énergie pour un chargement uniaxial

Démonstration (suite) :

sz)A O 7///7
P

En supposant un comportement élastique linéaire Af ,
17 i
1 5x 5x P d 5 Ex é : i . : X
Uxo=\7Ide5x=IAXA . = [o,de, w7 |
0 0| AYAL X1 % \ 7
i AX [
GX
SX A
U,, =jE°8X -de,
0 o, =¢&yE
2 .
U _E gX_E-gxg 0, &, > Ey
o2 2 T2
B ) e
RO
B Recrivg Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 214
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4.1 Energie de déformation
4.1.2 Expression de I’énergie pour une force de cisaillement

« Démonstration :

— Force de cisaillement appliquée parallelement a
y I’axe x sur la face Ax - Az (cause du cisaillement)
,—X developpe une énergie

/'I
L —— 0

xy0 Xy
A
T, . dx dz dy
= . Y
by =7y G _ ¢ Tyy " Vxy
Par analogie avec la | o = J-Txyd Yy =
> xy contrainte normale 0 3 2

FyE &% POLYTECHNIQUE
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INEEkING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 215



.- aux Il Méthodes énergétiques

4.1 Energie de déformation

4.1.3 Energie de déformation élastique pour un chargement
, _ geneéral
« Demonstration :

— Forces normales et de cisaillement, appliquées successivement sur les faces

X,y etz, développentdes energies U,g, U, ,Uyq, Uyy0,Uy, €L U,

— En appliguant le principe de superposition et la loi de Hooke
(hypotheses de petites déformations et domaine lineaire)

U totale 0 :Z U 0

1
UOZZ(O-X'SX+O-y'8y+O-z'gz+Txy'7/xy+z-yz'7/yz+sz'7/zx)

U=[Ug-dv
V

1
U :EI(GX -EX +O'y -gy +o‘z -gz -|—1'Xy .7/Xy +Ty2 .7/yz +TZX yzx)dv
POLYTECHNIQUE V

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 216
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4.2 Energie de déformation

4.2.1 Cas particulier: chargement uniaxial

0 0 0 0
U=%J‘(GX-5X+0\/-5y+0:-gz+rxy-7/Xy+r\/,£-79yz+ru-7fzx)-dv
Vv

_1 ( ‘ 0 1)
e =L o, —vio,+0,)
U:.Gx.gxdv

v 2
uz'ﬁ-—dezijaxzdv

= 2.E}

L 2 2 2

u-_1 j(PXj A.dx:i(ij L u= Pk

2. EJLA 2.E\LA 2. A-E

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 217
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4.2 Energie de déformation

4.2.2 Cas particulier: poutre en flexion ordinaire

J

U:"‘lo-xgxdv ,G :_I\/Izy

Meéthodes énergétiques

52 " I
R, 1

E, =—

E V |

L 2 2 '
U=[[t-Me Y ga o

2n 2 - M,

L M2
U= . dx|y*dA

PR b

Pour le moment, on néglige
I’énergie associée a la contrainte de
cisaillement due a I’effort tranchant

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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4.2 Energie de déformation

4.2.3 Cas particulier: barreau en torsion

15T Top
U==> : 2 do dx
2!! 1 gy TP
1LI’ T2
U== 27 p° dp dx
L 2 4 L 2
U= k=] Y o _
'GJa7 4 G372
2
L 1T7L
2GJ

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 219
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Théoreme de Castigliano

« Basé sur I’énergie de déformation complémentaire U™

— Pour un matériau €lastique linéaire, 1’énergie de déformation
complémentaire U™ est égale a 1’énergie de déformation U

dU*ZdP-5+EdP°d5 Pour un petit dP
A y P -
P : d’ou di )
U~ I dP
U _, 4o
S -0 S > Puisque U™ = U, nous utiliserons

la valeur de U dans I’application
du théoreme de Castigliano

#yZ% POLYTECHNIQUE
{7EY MONTREAL

. Al Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 220
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Théoréme de Castigliano

Cas particulier: chargement uniaxial

2-A-E 2 *|AE N |

1 i — -
U =5 P o, S,, I'allongement du barreau Ox
A PX
A P[Is d
/AU
AU . ouU
5 N X:>APX " SIAPX—>O:>aPX Oy
o

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 221
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Théoreme de Castigliano

Cas particulier: poutre en flexion pure

L 2
M v
U= zdx
!2 E-| | 6>
L L 42 « B " M,
U= e =y ; ;
° 0 X 2VZoet 2V =0
U_MZ @ _ y —MZH Xx=0 dXx=L
2 0dx,, dx,,| 2 Conditions limites
AMZ
AM, s /
/AU AU =0AM, = AU =0 SIAM, >0= e =0
AM, oM,
0

»

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 222
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Théoréme de Castigliano

Cas particulier: barreau en torsion

2
u 1Tl
U:ET& L L ‘|
2 J < g
1
U==T
5 @
s T
AT ) d
AU
7 AU : oU
AU =0 AT =""" = SIAT > 0= =@
0 B AT 7 0T
; .

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 223
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4.3 Théoreme de Maxwell-Betti

Le travail fait par un systeme de n charges P; (systeme 1) a la suite
des déplacements (5;), causes par un second systeme de m charges Q;
(systeme 11) est egal au travail fait par un systeme de m charges Q; a
la suite des deplacements (3;)p causes par le premier systeme de n
charges P; :

n m

Z PI . (51 ) no ZQJ . (51 ) n Formule générale

i=1 ZQj j=1 >'p

Position
[E Force
Lorsque n =m =1, la formule devient P.(3p)3=Q.(30)p

| G et
= o o | | | — 224

kg Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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Démonstration "
Séquence 1 : __________;______..%_(..__ """"" . [%)

Considérons la poutre encastrée ci dessus. Une force P (systeme 1) appliquée en p
causera une fleche (&, ), au point p et une fléche (5q )P au point g.

Si le matériau de la poutre demeure dans le domaine élastique, le travail W fait par
la force P en p est egal a | *énergie de déformation U mise dans la poutre et vaut :

PA
1
1 w=(U,),=-P-(5,)
w=(U,) =-P-(5,), T2k
2 5y
(5[3 )p

() s
[l e et Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 225
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Démonstration
Sequence 1 (suite):

<
«

»

<
<>
—
=7
=)
N~—
O

1/Q
Si on ajoute une force Q (systeme I1) en q, cette force causera un déplacement
supplémentaire de la poutre de (& p)Q en petde (5q )Q en q.

L’énergie maintenant emmagasinée dans la poutre est la somme du travail de la
force Q en g et de celui de la force P en p, soit :

U:(Up)p+(uq)Q+(Up)Q o4 ot 51

ot ) delrb)] L1 L1 L

(50); (G0)g G5 ),

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 226



— : Meéthodes énergétiques

4.3 Théoreme de Maxwell-Betti

Démonstration

Séquence 2 :
Reprenons la méme poutre que precédemment, mais en appliquant d *abord la
force Q en g et ensuite le force P en p.

Par une démarche similaire a la précédente, on obtient que 1’énergie ¢élastique U,
emmagasinée dans la poutre est : N . .

Q P Q
1 1
U2ZEQ(5Q)Q+§P(5P)P+Q(5Q)P A A R
o) o o)
Il faut que U, = U,, ce qui implique | Q)Q | p)P ( q)P
_ 1 1
P(5P)Q Q(ﬁq)P Rappel de U, U1=2P(5p)P+2Q(5q)Q+P(5p)Q
[ () sz 297

INECRING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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4.3 Théoreme de Maxwell-Betti

Géneéralisation du théoreme a un ensemble de n forces P; et de m
forces Q; sur un corps de forme genérale (patatoide)

Le travail fait par un systeme de n charges
P (systeme 1) a la suite des déplacements
(0;)o causes par un second systeme de m
charges Q; (systeme 1) est egal au travail
fait par un systeme de m charges Q; a la
suite des deplacements (3;)p causes par le
premier systeme de n charges P;

#5574 POLYTECHNIQUE
{78 E8 MONTREAL
woey

o tomeLs Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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4.3 Theoreme de Maxwell-Betti

Exemple 1
L’expression V, de la déformée de cette poutre lorsqu’une force P agit a une
distance L de I’encastrement est : y
. L.
-P 3 2 3 — Nk
Vy = (2-1P-3-1% x+x) P
6-E-I ‘r _______ T — = =\
VX « >
On demande de trouver I’expression du Ty
déplacement du point p lorsqu’une force a Q - .
Q agitenq. 5 ’
« L A

I & POLYTECHNIQUE

{7 F: MONTREAL
\" E\/ ye 7 - . . - - . .
I% 5 ENGINEERING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 229




- P
b

B 4 Résistance des materiaux Il Méthodes énergétiques
T » 6405

4.3 Theoreme de Maxwell-Betti

Exemple 1 (suite)
On connait (6p), et (5q)s ; on cherche (5p)Q

Du théoréme de Maxwell-Betti,
on peut écrire : P(5, )Q =Q(d, ),

Dou: (5p )Q = E(5q )p

(5p)Q:Q[ _ (2.L3—3.L2.a+a3)} (5p)Q:%(2.L3—3.L2.a+a3)

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 230
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4.3 Théoreme de Maxwell-Betti
Exemple 2

Un camion stationné en un point ¢ d "un pont cause une fléche de &, = 52 mm au
point ¢ et o, = 38 mm au point v. Par la suite, une voiture de 1000 kg s’ameéne

au point v du pont. On mesure les fleches a nouveau et on trouve

0, = 953mm et &, = 40 mm.

On demande quelle est la masse du camion? %
Solution

C est la masse du camion et ih

V
V est celle de la voiture T T

(6:)c =52mm ; (6,). =38mm
(6c)c +(6c), =53mm ; (8, ) + (8, ), =40mm

(5,) 38
— C=V < =1000- = 38000k
- pungqﬁé‘c X/ \% (5v )C ( 5c l/ 53-52 9
:l MONT:E:EL Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 231
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MEBC ;
4.3 Théoreme de Maxwell-Betti
Exemple 3
Sur la poutre suivante, lorsque P =10 kN on y
mesure le déplacement au point p, (3,)p = 12 mm P T X

et le deplacement au point g, (3,)p = 9 mm. NS
Si, par la suite, on ajoute une force Q =5 kN en b 3

g, sans rien mesurer a nouveau. On demande de B >

trouver (8p)otal 5 Q Ty )
| -~

Solution p‘h
(5|0 )Q =7 « L »
P(5p )Q - Q(5q )p ou (5q )p =9mm (5p)t0tal - (5P)P + (5P)Q
P =10kN et Q =5kN

_Q 5 . (0,) i =12+4,5=16,5mm

—P(ﬁq)P—lo-9—4,5mm p total

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 232
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4.4 Theoreme de Castigliano

« Au dela de ces quelques petites utilités, le theoreme de Maxwell-
Betti intervient dans la démonstration du théoreme de Castigliano.

— Du théoreme de Castigliano on déduit une technique puissante baseée sur
I’énergie de déformation pour faire le calcul du déplacement (ou rotation, ou

deéplacement angulaire) en divers points d’une structure supportant plus d’un
chargement (ex. tension, torsion et flexion superposees).

« Th. de Castigliano n’est valide que pour des structures en equilibre

— Taux de variation de I’énergie de déformation d’un corps, par rapport a toute

force indépendante P, est égal a la fléche au point d’application de cette
force, suivant la direction de la force

oU oU oU
—_—— = —:0 _— =
oP O oM oT

P

#,53% POLYTECHNIQUE
é;%% MONTREAL
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........ Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 233
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4.4 Théoreme de Castigliano
Demonstration du Th. de Castigliano

Une poutre encastrée est en équilibre sous
I’effet de n forces. Sous la force P, la fleche (5.) P P. P, P,
est (8,)yp due a toutes les forces P;; les forces  *\*" l l

P, constituent le systeme 1. En particulier, sous L
la force Py, la fleche est (8, )yp.

Si on ajoute une force AP, (systeme I1) a la AP
force P, la nouvelle position d’équilibre de la |:>n kl pk I:’2 P1
poutre est comme & la figure (b) (G0 )ep l

N
S
g
>
e
S
N
™M
mv)

Entre les positions a) et b), I’énergie >
emmagasineée dans la poutre change d’une (8)an
quantite AU

b) Equilibre sous systémes | et |1

#,53% POLYTECHNIQUE
{7EY MONTREAL

e Eking Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 234
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4.4 Théoreme de Castigliano
Démonstration du Th. de Castigliano

L’énergie emmagasinée dans la poutre
change d’une quantité AU

1 n
AU ==-AP, -(5K)Apk +> P '(§i)AH<

2 i=1
Selon le Th. de n P (5) = AP (5 ) P‘l‘D P“P
Maxwell-Betti |4 " ol 2R i | P-(5)
1 ZAPk(ék;AH( i "\0; AR, 5
AU = E . APk '(5k )APk + APk y (5k )zpi (S )A; (6 )AP:

En divisant des deux cotés par AP, Ala limite, AP, — 0, (5, )Apk—> 0 et

1 ouU
5 (5k )APk T (5k )Zpi ﬁ = (3 )zPi

235

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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4.4 Théoreme de Castigliano

Pour un systeme en équilibre, sollicite par

des forces P, Q, R, S, Z et un moment M,
le theoreme de Castigliano devient :

S

Y_s

oP

U _, ouU=U(P,RQM,SetZ)
P oM

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 236
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4.4 Théoreme de Castigliano

* ODbjectifs

— Utiliser le théoreme de Castigliano pour calculer des
deplacements, rotations ou rotations angulaires de structures
Isostatiques

 Faire I’équilibre de structures isostatiques
 Trouver les efforts internes dans une structures
« Appliquer le théoreme de Castigliano

#7538 POLYTECHNIQUE
{78 E8 MONTREAL
wievky

Ao Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 237
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Energie de déformation

4.1 Energie de déformation

4.4.1 Expression de I’énergie pour un chargement uniaxial

4.4.2 Expression de 1’énergie pour une force de cisaillement

4.4.3 Energie de déformation élastique pour un chargement général

Methodes énergetiques
4.2 Cas particuliers

4.2.1 Tension
4.2.2 Flexion
4.2.3 Torsion

4.3 Théoreme de la réciprocité, de Maxwell-Betti
4.4 Théoreme de Castigliano

4.4.1 Application aux systemes isostatiques
4.4.2 Application aux systemes hyperstatiques

4.5 Effets de I’effort tranchant

#,53% POLYTECHNIQUE
{7EY MONTREAL

e ERinG Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 238
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4.4.1 Systeme isostatique
Méthode de calcul &
Soit une structure sollicitée par un 1
ensemble de forces R et Q.
Les efforts internes sur la
membrure AB seront

un moment M,,g (autour dez) T ,o

et Mg (autour deyy), — ~

un moment de torsion T ,g

et une force axiale, M =M (R) :M_ =M (Q)
montrée en tension

ici, P ou. P=P(Q)

T, =T.(R)

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 239
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4.4.1 Systeme isostatique

Selon Castigliano, le déplacement du point
c sous la force R s ’exprime :

oU
5C28R Tag
Or, 2 ;
- L T:i° - L 'I\/I - dx
Z2 A -E. RPN G; - J; ZJ L

En exécutant la déerivée de U par rapport é R, on obtient :

SIS e
ZZA,E Z2(3\1 ({ 2-E; -,

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 240
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4.4.1 Systeme isostatique

2.AE “2.G-d;
2.Aﬁ.Ei 2-Gi-Ji Vo E
H-%i-Li Ti-ﬁgé-Li LiM-ﬁggi-dX
% =2 A -E; 2 Gi - J; +ch) E; -l

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 241
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4.4.1 Systeme isostatique
Probleme:

On demande de calculer le déplacement vertical du point C sous la
force P a I’aide du théoréme de Castigliano.

Dans la solution de ce probleme, on ne tiendra pas compte de
| *énergie de déformation associée a I ’effort tranchant

/%% POLYTECHNIQUE
{REE MONTREAL
sy

) ENGINEERING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 242




-

B 4 Résistance des materiaux Il Méthodes énergétiques
VEC %405

Solution selon la méthode de Castigliano :

e-%i.Li Ti-a(,}TFi{-Li LiM-ag/'Ri . dX
Oc =2 +2. +2
i A -E Gi - J; o Ei-l
Membrure BC
ou PR =0,iln"ya pasde force interne axiale

Tge =0, 1l n"y a pas de moment de torsion interne

P P

3 Mg =P-z y
C \ C P -l = M BC
%; . Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 243
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Solution selon la méthode de Castigliano :

oP. oT M.
5 iR b (TR h L‘M'aaRI o
= + +
<=2 A-E 2 Gi - J; Z({ E; -1
Membrure AB

ou P =0,iln'ya pasdeforceinterneaxiale
Mg =P-X Ty =PI

P.-x=M,s ©

Z. & POLYTECHNIQUE
| MONTREAL

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 244
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P.x.Xx-dx
E-l

5C:P-|-|-L+T
G-J 0

5 _P-|2-|_+ P.L° N P-I° | P (|3+L3)+P-I2-L
° G-J 3-E-1 3-E-l |3-E-I

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 245
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T ] 405
Application aux systemes isostatiques
Exemple : D
a) Trouver la fleche en A y L 3
b) Trouver la fleche en B A
~NZ |

A
A 4

c) Trouver la rotation en A *

Solution :

a) Calcul de flecheen A
A laide de Castigliano OU S
op o

Efforts internes
Mag =P-X entre A et C

L

AC dX j )I( 5 PL3

E _
° P 3.E.|

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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Application aux systemes isostatiques

b) Flecheen B
Si on veut appliquer le theoreme de Castigliano pour évaluer o

il faut qu’1l y ait une force en B. Puisqu’il n’y en a pas sur la
poutre etudiée, nous appliguerons une force fictive égale a Q, et
nous poserons sa valeur égale a zéro une fois que la dérivée de U

par rapport a Q aura été obtenue. P Q

Il faut €tablir I’€quation du moment =

flechissant entre A et B etentre B et C A J
I L g
y

X
N2
5B:£ _*eMag aMABdx+J"‘<:|\/|Esc: OMBC 4y
0Q Q=0 Xn El 0Q xg  EI oQ

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 247
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deAaB(0<x<L/2)
dM;=M,; —P-x=0

Meéthodes énergétiques

deBaC(0<x<L/2)
L
> M, =Mg —P-(E+x)—Q-x:O

\Y/ . =P-(%+x)+Q-x

%% POLYTECHNIQUE
{782 MONTREAL
D

A
Y
v

Note: on change de repere pour X

I,\ 5 ENGINEERING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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Mg =P-X
S, :ﬁ :j"‘/z Mag OM g dX_I_J‘L/Z Mgc OMgc dx MBC:P~(%+X)+Q-X
Q |y, El  0Q 0 El  0Q
L2 (p. x) 8(P X) Li2[P- (—+x)+Q X] [P - (—+x)+Q x].
—j o) +j dx
oQ
L/2 Li2[P- (—+X)+Q X]
(P-x)-0
Oy = aX + X-dx (A =0
B ! _[ T vec Q
L2 [P - (——I—X)] L/2 L/2
_O+J- X-dX = J'P-E-x-dx+ jP-xz-dx 1
.2 A El

P 1 (LT 5.p.L°
+— . — 5B:
48-E -1

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 249
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c) Rotationen A =6,

Pour calculer la rotation de la poutre en A, 1l faut qu’il y ait un
moment concentré appliqué a ce point. Nous appligquerons un

moment M, fictif au point A. \ P
Une seule équation est nécessaire (7“0 DL N
/
pour évaluer le moment y " A ‘ i
fléchissant entre A et C. %.x > g
L Z

0 :8_U _ J‘MAC [aMAC]dX MA(FICTIF)lP 5

A P

My o E-TLM, [ A—\DMC
\» ’ X )

Nous poserons M,= 0 une fois que le terme L
de droite de 1’équation aura été¢ completement developpé.

#7534 POLYTECHNIQUE
{78 E8 MONTREAL
Wy

,,,,,,,,,,,,,,
%3 ENGINEERIN!

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 250
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de AaC((0<x<L) P
MA(FICTIF). B L/2 ;\
dYM;=—M,. +P-x+M, =0 ;A
M, =P-Xx+M, R L J
Z
o _ 'TMAC oM ,c i MA(FICTI’F_)lP 0 Mac
A= aMAMA_O o E-1 L OM, (A_‘D
\» X J
L L
QA:j(P.E+IMA)(5(P;;A+MA)]dX:I(p»:IMA).(l).dX
0 ) A 0 )
LP . 2
Avec M, =0 «9A=j EX.IX 0, = P-L
0 2-E-I

% POLYTECHNIQUE
{7 F: MONTREAL
3

Ih 5 ENGINEERING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 251
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oU oU
— 5 —

Exemple: o6,=— =
P A BF ;¢

P
t
P/2 P/2
F etant une variable qui remplace | 5 B C
P/2 pour enlever la confusion M
) L2
< M Re
L

) Searecnaue 250

oL ENGINE ERING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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Application aux systemes isostatigues (exercice 1)

La structure ABC, simplement supportée au point B et articulée au point C, est soumise a une
charge uniformément distribuée w entre les points A et B. Le joint en B est rigide. Les deux
membrures AB et BC ont des aires identiques (A) et une rigidité en flexion égale a El.

Déterminez la rotation au point C; dans vos calculs, négligez I’énergie de déformation

associée a I’effort tranchant.
s

yZ % POLYTECHNIQUE

% 31 MONTREAL
B AT Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 253
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Méthodes énergetiques

* ODbjectifs

— Utiliser le théoreme de Castigliano pour calculer les réactions
aux appuis de structures hyperstatigues

— Utiliser le théoreme de Castigliano pour calculer des
déplacements, rotations ou rotations angulaires de structures
hyperstatigues

— Savoir la définition de 1’aire effective en cisaillement

— Calculer I’énergie de déformation en tenant compte de 1’effort
tranchant

#,53% POLYTECHNIQUE
{7EY MONTREAL

INEEkING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 254




Energie de déformation

4.1 Energie de déformation

4.4.1 Expression de I’énergie pour un chargement uniaxial

4.4.2 Expression de 1’énergie pour une force de cisaillement

4.4.3 Energie de déformation élastique pour un chargement général

Methodes énergetiques
4.2 Cas particuliers

4.2.1 Tension
4.2.2 Flexion
4.2.3 Torsion

4.3 Théoreme de la réciprocite, de Maxwell-Betti
4.4 Théoreme de Castigliano

4.4.1 Application aux systemes isostatiques
4.4.2 Application aux systemes hyperstatiques

4.5 Effets de I’effort tranchant

#,53% POLYTECHNIQUE
{7EY MONTREAL

e ERinG Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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4.4.2 Applications aux systemes hyperstatiques

Ty w
: N
Cette pOUtre eSt hyperStatIque: AV VYV VYV VYV VYV VP VVVVYVYVEVYYVYYVYYYY ‘§ X
il n’y a pas suffisamment d’équations &R« . BN
d’équilibre pour calculer les réactions. [*
Il'y a trois inconnues: R, R, et M,. Iy W M,
DeuX équations d,équilibre sont VYV VVYVVVVVVVVVVVYVYVVYVYVYYVYYYY )(=

- - : -nN - — B
disponibles: >F,=0; >M,=0 4 L
Par consequent, il manque une équation.| R, R,
On peut lever I’indétermination en posant une equation de
compatibilite et en transformant cette équation en équation de
forces ou de moments a 1’aide du theoreme de Castigliano.
MON":E:SL Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 256
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ux Il Méthodes énergétiques

4.4.2 Applications aux systemes hyperstatiques
Meéthode de solution d’un systeme hyperstatique

disponibles

FYVVVVVYVVYVYYN

™ B
VVVVVN N
»

A

déterminer le nombre d’équation(s)
d’¢quilibre manquante(s), N
N = degré d’hyperstaticité (N =1 pour notre cours)

_

R,

Pour la poutre montrée, il mangue une equation;
le systeme est hyperstatique du premier degre

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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4.4.2 Applications aux systemes hyperstatiques

Methode de solution (suite)

o etablir N éguations de compatibilite

— Pour la poutre montrée, on connait trois conditions de
compatibilité: 1y W

VYVVVYVVVVVVVVVVVYVYVYYVYYYVYY \ o
>

5,=0 55=0  05=0 ] 51/
R, Re

— Le systeme éetant hyperstatique du premier degré, on choisit
une seule condition de compatibilité et la réaction
correspondante est appelée surabondante (R)

A

q\& IR

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 258
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4.4.2 Applications aux systemes hyperstatiques
Methode de solution (suite)

a) si on choisit 5, =0, R, est la réaction surabondante

o ou
oR, OR M,
b) si on choisit 55 =0, Rgestla A A
reaction surabondante . 5 ]
U U Ry L Re

:58
oR, OR

c) si on choisit 65 = 0, Mgest la reaction surabondante
oU

B

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 259
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4.4.2 Applications aux systemes hyperstatiques

Meéthode de solution (suite)

« EXxprimer toutes les réactions en fonction de la
réaction surabondante et du chargement.

« Appliquer Castigliano:
Les efforts internes et 1’énergie de déformation
doivent étre exprimes en fonction de la reaction
surabondante et du chargement seulement.

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 260
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4.4.2 Applications aux systemes hyperstatiques
Exemple :

On demande de calculer

a) les réactions aux appuis

b) ’angle de rotation @ ,

au point A de cette poutre.

Cette poutre est hyperstatique car elle est appuyée sur trois
appuis simples A, B et C:

— 3 réactions inconnues, soit R,, Rg et R
— 2 équations d’équilibre disponibles, soit 2.F,=0;2>M, =0

La solution est d’utiliser le théoréme de Castigliano.

261

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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Résumeé

Procédure pour trouver les réactions aux appuis d’un probleme
hyperstatique est :

1. Choisir une condition de compatibilite et déclarer la réaction
correspondante surabondante (R)

2. Etablir les équations d’équilibre. Les réactions sont exprimées en
fonction du chargement et de la force surabondante

3. Etablir les équations des efforts internes et les exprimer en
fonction du chargement et de la surabondante

4. Appliquer le théoreme de Castigliano a la condition de
compatibilité choisie
— Permet de déterminer la surabondante (R)

— Déterminer les autres réactions aux appuis a I’aide des
¢quations d’equilibre

#yZ% POLYTECHNIQUE
{7EY MONTREAL

INEEkING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 262
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4.4.2 Applications aux systemes hyperstatiques

1. Réactions aux appuis

On choisit 6 , comme
condition de compatibilité

ou

= =5,=0
orR, "

La force R, est déclarée surabondante

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 263
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MEBEC ;6405
2. Equilibre
R, =R

< >r 1
ZMC:O ZFyZO
YK R.=w-L+R-R
R -L=""L2RL c °
w- L w- L
RB:T‘FZ'R RC:T—R

Les réactions sont exprimées en fonction
de R et du chargement seulement

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 264
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4.4.2 Applications aux systemes hyperstatiques

w,N/m

DeAaB:0<x<L

2
M~0=M,, =R-X W - X
Z O AB ZMO:MBC_RCx+ :O
Les efforts internes sont ~ A - 5
exprimées en fonction de R Mo — w-L “Rl.x— W- X
BC —
et du chargement seulement

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 265
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4.4.2 Applications aux systemes hyperstatiques
4. Appliquer la condition de compatibilité M, =R-Xx
M — LL_R .)(_W.X2
Mg OM g X Mpge oM gc . dx = ( 2 ) 2
8U:5 :J- 8R J‘ aR —
oR M3 E-| . E-|

0

8U:T(R-X)'(X)-dx+ﬂ(wél'—Rj-X—W.ZXZ](—X)'dXZO

ou R.-I° w-L-I®) R wL
= — + + =0
6R 3 2.3 3 2.4

L R:LL Avec les équations R _7'W’|— R _5-W-L
16 d’équilibre |" *C — 16 B 3

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 266
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4.4.2 Applications aux systemes hyperstatiques
b) Rotation & , de la poutre en A

w,N/m

La tache est facile avec
Castigliano, sachant que
~ou
A oM A w-L
Le probleme estqu ’il n ’y a pas de _
moment concentré M, au point A! /
VA
Que fait-on?
On ajoute un moment fictif.

Mais, par le fait méme, on perturbe R 5.-w-L
I’équilibre de la poutre ° 8

>
I\/IA

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 267
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4.4.2 Applications aux systemes hyperstatiques

Truc pour restaurer I’équilibre
Comment ? R, =L
, . , 16 w,N/m
On garde les réactions calculées -~ |

) /
precédemment \ A
7 .y >
On equilibre seulement le M,
moment fictif M, en ajoutant des 0 - .
forces : R 2wl
8

e qui ont un moment egal et oppose a celui du moment ajouté

* qui sont d’intensité €gale et oppose€e pour ne pas perturber
I’équilibre de la poutre dans la direction y

e qui s’appliquent aux points d’appui de la poutre pour ne pas
perturber la deformeée de la poutre et pour ne pas ajouter de
I’énergie de déformation dans la poutre

B Y
P b
A EY MONTREAL

Ching Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 268
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4.4.2 Applications aux systemes hyperstatiques

A

Im,/L  Alternative 1 Alternative 2

w,N/m

* Les trois alternatives permettent d’annuler
M, et de garder la poutre en equilibre en y.

* Le choix d’une alternative plutdt qu’une
autre est baseé sur une question d’expérience.

* Ici, c’est I’alternative 1 qui semble et
s’avérera la plus avantageuse.

/%% POLYTECHNIQUE
{REE MONTREAL
D

% Bl Mootk Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 269
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4.4.2 Applications aux systemes hyperstatiques

A .
IM,/L Alternative 1
| wW-L W,N/m

Les efforts internes e
W
MA
DeAaB:0<x<L
v L M, /LY
t A DeBaC:0<x<L
Vv
M’AIRA M e
‘" O O ¢t
\‘I X R MBC YX RC
2Mp=0= SMg=0=
M A 2

/2% POLYTECHNIQUE
_ {{7REL MONTREAL
LD

% £ ENGINEERING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 270
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MEBEC ‘
4.4.2 Applications aux systemes hyperstatiques
Selon Castigliano |\/|AB=MA+RA-X—NII_A-X
l\/chch-x—""'ZX2
M aMAB dx | Mg, Mec -dx
g _ U f M, N oM,
b Malaso 3 E-l ) E-l no_ WL
L M « 7 AT
j(MA+RA-x—A-x)-(1—j-dx
1 |0 L L 7.w-L
On :ﬁ L W 2 RC —
+ I[RC-X— 5 j-(o)-dx 16
! 0 _

1 (Ry-L®) 1 wl’
En posant M, =0 — QA:E.|' 6 :E.|.96

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 271
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Simulation EF de I’exemple précédent

« Dimensions: 50 x100 x 1000 mm w =100 kN/m
— 1,=1.042x10° m* |
« Force résultante de 50 kN sur le troncon [BC]

ﬁ 2

-0.28887 Min

0,7625 m

N

N
7

Z. & POLYTECHNIQUE
1752 F% MONTREAL

e ENGINEERING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 272
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Simulation EF de ’exemple précédent

Contraintes de Von Mises et reactions aux appuis

4 13.126
6.7689
0.45187 Min

Ra

- Valeurs théoriques Résultats EF

Ra -3.125 kN -3.114 kN

Rg 3.125 kN 3.123 kN

Rc 21.875 kN 21.886 kN

I SN 0.03581° 0.03594°
I Mmm Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 273
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4.4.2 Applications aux systemes hyperstatiques

Exemple:
On demande de calculer & , pour
la poutre illustrée ci-contre

Les réactions R,, Rg et le moment Mg sont déja connus.

w,N/m

I‘ 3-w-L 1R B

Pour pouvoir calculer @ ,, il faut ajouter un moment fictif concentré en A

a%ﬁinér‘énsmte restaurer 1’équilibre.
% LLLLLLL Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 274
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4.4.2 Applications aux systemes hyperstatiques
Deux alternatives sont possibles
_ L’alternative 1 est possible
Alternative 1 MW L parce que I’encastrement B
_ w,N/m Mg peut reprendre un moment sans
M, WS que de I’énergie de déformation
A I M, soit ajoutée au systeme.
\ ’L L B | 4
RA:S'WL RB:5-W-L ]
8 8 Alternative 2
_A w,N/m N
Ma ,
LA
\ ’t 1 Bt
|-
3-w-L
RA = 3 RB — M
8 | M,/L
() s v

e ERinG Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 2175
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4.4.2 Applications aux systemes hyperstatiques

On choisit ’alternative 1.

— w,N/m

Efforts internes

DeAaB:

g
LA
\
>
I
3-w-L
R, =
8
. POLYTECHNIQUE
- G478E) MONTREAL
[l e et Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 276
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4.4.2 Applications aux systemes hyperstatiques
Appliquant Castigliano :

oU LMABaMAB J‘MA+ —RA°X(1)d
= = — . - AOX
 OMaly o o0E-l M, . E- |
w- L

En posant M, = 0, — 0 :/748-E-|

dans le sens inverse de M, fictif

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 277
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\
Applications aux systemes hyperstatiques (exercice 2)

Une poutre encastrée a 1’'une de ses extrémites et simplement supportee
a I’autre et chargee tel qu’illustré. Calculer :

a) les reactions aux appuis de cette poutre ;
b) la pente de cette poutre au point B.

g
é; X

L/2 »L L2 —]

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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Energie de déformation

4.1 Energie de déformation

4.4.1 Expression de I’énergie pour un chargement uniaxial

4.4.2 Expression de 1’énergie pour une force de cisaillement

4.4.3 Energie de déformation élastique pour un chargement général

Methodes énergetiques
4.2 Cas particuliers

4.2.1 Tension
4.2.2 Flexion
4.2.3 Torsion

4.3 Théoreme de la réciprocite, de Maxwell-Betti
4.4 Théoreme de Castigliano

4.4.1 Application aux systemes isostatiques
4.4.2 Application aux systemes hyperstatiques

4.5 Effets de I’effort tranchant

#,53% POLYTECHNIQUE
{7EY MONTREAL

e ERinG Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 279

B 4



|
. ux |l Méthodes énergétiques

4.5 Effets de Peffort tranchant

Jusqu’ici, on a négligé 1’apport de 1’énergie de déformation
associée a 1’effort tranchant dans le calcul de la fleche ou de
I’angle de rotation.

La notion de I’aire effective en cisaillement A_ simplifie
considérablement le calcul de I’énergie de déformation due a
I’effort tranchant et permet ainsi de tenir compte de 1’effort
tranchant dans le calcul de la fleche et de I’angle de rotation.

A, devient une propriété de la section au méme titre que les
moments d’aire et que la constante de torsion

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 280
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4.5 Effets de Peffort tranchant
Aire effective de cisaillement

A, est déterminée de facon a ce que 1’énergie de déformation,

« calculée en utilisant la distribution moyenne de la contrainte de
cisaillement agissant sur I’aire A par :

au lieu de la distribution réelle: v = jf dA

* soit equivalente a 1’énergie de déformation calculée en utilisant la
distribution réelle de la contrainte de cisaillement sur la section

LLLLLLLLLLLLL
%7 ENGINEERIN

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 281
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4.5 Effets de Peffort tranchant

Ainsi, pour une contrainte de cisaillement t, | *énergie de
deformation U est donnée par :

1
== |r-y-dV
2177
Puisque :
y=11G
on peut écrire :
1 2
—E”f .dA- dx (a)

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 282
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4.5 Effets de Peffort tranchant

En considérant la contrainte de cisaillement moyenne agissant
sur | ’aire effective de cisaillement, | *énergie de
deformation est donnee par :

1 1
U =ﬁ{£r§-dA-dx:ﬁ{r§,Ac-dx

Puisque 7, =V /A

1 V2

U=2_G{Ab-dx (b)

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 283
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4.5 Effets de Peffort tranchant
1
U=" 2. dA-dx a
e j j r (a)
2
U=1 ¥ dx (b)
2’G L AC

En comparant (a) et (b), on tire :

A=ty ©

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 284
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4.5 Effets de Peffort tranchant

L aire effective de cisaillement A, d’une section est
determinée en utilisant (c). Lorsque sa valeur est connue,
I’énergie de déformation due a I’effort tranchant peut alors
étre calculée facilement en utilisant (b).

1 V2
U—Z.G{ . dx (b)
AC_ITZ-dA (©)
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4.5 Effets de Peffort tranchant

Aire effective de cisaillement

Exemple : Déterminer I’aire effective de cisaillement A d’une
poutre de section rectangulaire.

— h 1 h 6V, [(h) .,
Qz:A'y:[b'(z—Y)]{z'(zJFY)} T—b.hé{(zj —Y}

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 286




A riaux Il Méthodes énergétiques
ik
4.5 Effets de Peffort tranchant

Aire effective de cisaillement
Exemple (suite) : Section rectangulaire

236\ 2[ /12 2 \/ 2
2. — . y — —_ 2 . —
| 2% -dA 2b0 bZ-h{(zj y} dy A [0

A

7zv2 h/.2 h 4 h 2
|7t da= sz -2(3) 'yz”ﬂ'dy
A

0

72V2 [ hY 5
o 350
A
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4.5 Effets de Peffort tranchant

Aire effective de cisaillement (A.)
Exemples de section

Tube rond a paroi mince Tube rectangulaire a paroi mince
AY
’ T
L
\
Ac:ﬂ.R.t:A , A =2-h-t ;‘,§<—t §h
2 \ \
\ \
.Y
| b
Tube rond plein Poutre en | y
. l A
[ ——a
A = 9-7z- R? w-h / W
0 _ -~ A =~W- p )
< b >
B i mee
:t = e ERinG Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 288
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Meéthodes énergétiques

Illustration par EF de aire effective de cisaillement Tyy

Déplacement impose
de 0,1 mm

NG

£, Cag
&,

’225.0((

o
o
;
7
o s //////
o //////////
S
///////////////////
O 1 //////////////////////
- M -
-
A
///f/f/f/f/f/f/f/f
(/(/f/f/f/f/f/f/f/f/f
/(/(/f/f/f/f/f/f/f/f/f
/(/(/f/f/f/f/f/f/f/f/f
(/f/f/f/f/f/f/f/f/f
/f/f/f/f/f/f/f/f
/f/f/f/f/f/f
; f /f /f /f /f
A
- o
o
o
;
o
“

Poutre courte — section
rectangulaire mince .

Poutre courte — section en |

#E%  POLYTECHNIQUE
{753k MONTREAL
=& WORLD-CLASS

7 ENGINEERING

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 289
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T » f405

Illustration par EF de aire effective de cisaillement Tyy

75.
62.04
48,578

| 35,117

1 21656
8.1942
-5.2672
-18.729 Min

0.60669
-13.291 Min

Poutre courte — section Poutre courte — section en |

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
rectangulaire mince :
|

I % POLYTECHNIQUE
1752 F% MONTREAL

bt otiios Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 290
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4.5 Effets de Peffort tranchant

Exemple : Déterminer la contribution de 1’effort tranchant a la fléche
au point d’application de la force P

P
P N
v NA W 200x52 B
5 \ C |
NP .
M f? - N 8
DeAaB: 0<x<L E=200x10°MPa ;G =77x10°MPa
M —0—M 5 | =52,7x10°mm*
2 Mo =0=M,g =P-x A, =w x h=7,9mm x 206 mm =1627mm?
V=P
. ouU
Selon Castigliano : 0 = ——
oP
B a mme
:\ = e ERinG Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 291




i

dx

P.L

N
G-A

4.5 Effets de Peffort tranchant

L 2
V
dx+-[2-G-AC X

Ml a|v| w!OP) jv(av /6P)

ux Il Méthodes énergétiques

V=P

Plus la poutre est courte, plus la
contribution de 1’effort tranchant
a la fleche est importante.

L en mm

L, mm

o

(24

1+

500

1,012

0,503

1000

0,253

0,202

2000

0,063

0,059

4000

0,016

0,016

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.




Meéthodes énergétiques

Théoreme de Castigliano

Probleme synthese: Portique

Déterminer les réactions aux appuis de
ce portique

Les joints en B et D sont rigides; les
attaches en A et E sont des rotules

/%% POLYTECHNIQUE
{REE MONTREAL
D

%%\ 5 ENGINEERING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 293
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=d Résistance des matériaux |l IMéthodes énergétiques

’N"
MBC 2405

w,N/m

| A

A T ‘ = gl
V, Ve
« Quatre réactions inconnues et trois equations d ’équilibre disponibles
Y F,=0;>F=0;>M,=0

*Probleme hyperstatique du premier degré; on choisit une équation de
compatibilité : 5, =6, =0

 H, est la réaction surabondante

/3% POLYTECHNIQUE
{7 F: MONTREAL
3

i Bl Mootk Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 294
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Z. & POLYTECHNIQUE
| MONTREAL
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Résistance des matériaux Il

Flexion d’un portique

Simplement supportée en A et E
ANSYS

R15.0
Academic

IRIE =1 E
0032254
0.021502 g
0.010751 =
0 Min
A
\%
A
Z
&
Y
T POLYTECHNIQUE
| MONTREAL
Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 296
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| 9 ¥ Résistance des matériaux Il Méthodes énergétiques
i f405

Flexion d’un portique

Encastré en Aet E
ANSYS

R15.0

Academic

0.019098
0.0095491
0 Min P

Z. & POLYTECHNIQUE
| MONTREAL

e ENGINEERING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 297



q’n’!‘“ YO Y p p and
P Résistance des materiaux |l Méthodes énergétiques

-
MEBC f405

w,N/m

| A

Par symétrie, on peut poser V,=Vg=(wL)/2.

La valeur de H, et Hg sera obtenue a | *aide de : S ouU
Y F =0=H,=H, " OH,

%% POLYTECHNIQUE
{782 MONTREAL
D

R SRtk Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 298
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B 4 Résistance des materiaux Il Méthodes énergétiques
e » f405
w,N/m
Efforts internes
. % B
DeAaB:0<x<L A
DeDaE:0O<x<L .
5 X
— . AB
M,; =R-X [ L] i
Pre =— - of M M =R ‘ w-L V‘HE:R
2 VAB i A :7 E
VAB =R X
H, =
—
A
w-L
V,=——
2

%% POLYTECHNIQUE
{ ) MONTREAL

[y ) , Ve - - - - - - -
e ENCINEERING Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 299
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B 4 Résistance des materiaux Il Méthodes énergétiques
e o f405
w,N/m
Efforts internes
\ Ty \
DeBaD:0<x<L .
H 1= R E
|V | PR
—* ] H. =R

—

W-

%% POLYTECHNIQUE
{782 MONTREAL
D

iR M Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 300
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I Résistance des matériaux |l Méthodes énergétiques

MEC%A%DS
M,.=R-X G w-L
AB . Mg = 5 R.L-———
PAB__2 P, =R
VAB:R Vgp =W X_W;‘

T alvl /aR)dx Zj V,(6V, 1 6R )dx ZPi(aPi/aR)L

o G-A, E-A
A B et DE
. o N
L L -
ou _ Rx(x)dx+ ZJ R(l)der . .
R T E1 NG-A E-A
1 wL
RL+ - wx®—"wlx |(L)dx _[wx—— |(0)dx
j\ 2 j() +j 2 ©) LREDL

Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 301
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4 4
U _2RL'  2RL RE 4 RL
. 2.3 2.2

OR 3E I G - A, E-I E-A
5+6 El 5 |+ 3('2)
AGL AL
. El I ) .
Sl AGL <<<1 et NE <<<1 Conclusion :
L’effet de 1’effort tranchant et
alors R ~ W_L _R' > de la force axiale sur 1’énergie
- 20 de déformation est négligeable
J
R e
:l ‘ Recrivg Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing. 302



P4 Resistance des matériaux Il

-
MEBEC f405

Meéthodes énergétiques

Pour un portique fabriqué d *un profilé W200x52 :
| =52,7x10°mm*, A=6660mm°* et A =1350mm’

L, mm Riw R’lw=L/20 R’IR
x10° x10°
500 | 16596 25 1,506
. wL
20 1000 | 44,405 50 1,127
2000 | 96,974 100 1,032
w-L 1

R =

4 5.6 Fl +3( | ) 4000 | 198,57 200 1,007
AGL® AL®

%% POLYTECHNIQUE
{ ) MONTREAL

[y ) , Ve - - - - - - -
SR ENGINEERING Preparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.
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— atériaux |l IMéthodes énergétiques

Dans un portique de faible dimension, L = 500 mm, I’effort
tranchant contribue pour 50% de la réaction horizontale aux
points A et E. Pour un portigue aux dimensions plus
normales, L = 4 m, cette contribution est de 0,7 %.

L, mm R/w R’Iw=L/20 R’IR
x107 x107

500 16,596 25 1,506

1000 44.405 50 1,127

2000 96,974 100 1,032

4000 198 57 200 1,007

%% POLYTECHNIQUE

{7%F> MONTREAL
& NAY ¥ . . . . . . .
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