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1.0: Conception de structures mécaniques

• Critères de conception

1. Résistance

2. Rigidité

3. Instabilité

4. Fatigue

Résistance

Rigidité

Instabilité

Fatigue

Contenu pour le cours MEC2405

Révision RDM I, flexion gauche, analyse limite, concentration de contrainte

Révision RDM I, méthodes énergétiques

Instabilité de membrures rigides, flambement de membrures élastiques

Chargements cycliques
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1. Résistance

• Prédire les contraintes maximales et les 

comparer à un critère de défaillance

• Éviter les déformations plastiques

2. Rigidité

• Prédire les valeurs maximales des 

déformations ou des déplacements

3. Instabilité

• Éviter l’effondrement de la structure suite à 

un phénomène d’instabilité

4. Fatigue

• Prédire la durée de vie d’une structure sous 

chargements cycliques
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1. Résistance

• Prédire les contraintes maximales et les 

comparer à un critère de défaillance

2. Rigidité

• Prédire les valeurs maximales déformations 

ou les déplacements

3. Instabilité

• Éviter l’effondrement de la structure suite à 

un phénomène d’instabilité

4. Fatigue

• Durée de vie d’une structure sous 

chargements cycliques
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Ex. critère sur le déplacement

Facteur de sécurité en résistance
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Évaluation de la résistance de pièces mécaniques, l’ingénieur doit

évaluer le facteur de sécurité (FS) :

Contrainte permise est évaluée à partir des propriétés du matériau de la pièce et des 

critères de défaillance 

Contrainte induite est calculée à partir du chargement et de la géométrie de la pièce 

eintContra

cetanRésis

induiteeintContra

permiseeintContra
SF ==
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Contrainte

tanceRésis
=SF

Chargements
Uniaxial

(tension-compression)
Flexion Torsion

Effort tranchant 

(flexion)

Contraintes Normales () de Cisaillement ()

Propriétés des matériaux 

(essai normalisé)

Statique
Tresca

Von Mises

Mohr Modifié

Critères de défaillance

Fatigue
Goodman

Goodman modifié
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1.1: Rappel de Statique (MEC1410)

• Diagramme de corps libéré (DCL) en 3D

– Addition vectorielle

– Calcul du moment causé par une force
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1.2: Notions de contrainte 

• Études des contraintes pour les trois types de chargement simple 

d’une membrure droite

z

y
x

xP

yP

L

a
z

y
x

L

T

Chargement axial                 Chargement en flexion           Chargement en torsion

Traction-compression et 

réservoir sous pression

Combinaisons des chargements
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Contrainte et élément infinitésimal

• Dans un état de contrainte le plus complet, chaque cube (ou 

élément) infinitésimal d’un solide est soumis à trois contraintes 

sur chacun de ses six plans

– Une contrainte normale i

– Deux contraintes de cisaillement ij orthogonales entre elles et 

qui reposent dans le plan

x
y

z

xy

xz
x

y

yx
yz

z

zx
zy
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Contrainte :

– Normale  (ex. x)

– De cisaillement  (ex. xy)

+ -
(+) si face (+) et direction (+)

ou

(+) si face (–) et direction (-) 

sinon (-)

Logo des 

notes de cours

+ -

x

y

Face et direction

Face

Direction

5
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Sections les plus couramment rencontrées en ingénierie

Pleine Creux

Rectangulaire

Ronde

Profilé 

I C L

Arbres de transmission

Plancher de maison
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Dans la grande majorité des cas, les équations que l’ingénieur utilise 

pour calculer les contraintes se résument à : 

– Chargement uniaxial

– Chargement de flexion 

– Chargement de torsion                                               

– Chargement combiné :

• axial-flexion

• axial-torsion

• flexion-torsion

• flexion-axial-torsion
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Phénomène physique Schéma de l’étude 

Polymère

Barreau métallique

W = poids de téléphone

1.3: Chargement uniaxial
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Chargement uniaxial, 
section rectangulaire

𝑃𝑥 = 𝑅𝑥

z
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Section pleine Section évidée
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Chargement uniaxial,
barreau circulaire plein

A

P
x =

xP

r

z

y
x A

P
x +=

xP
r

z

y
x A

P
x −=

0

0

===

==

rxrx

r









Pour un barreau plein: A = r2

x

z

r



y

Vue plan yz
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Cylindre à paroi mince sous pression

• Cas particulier de chargement uniaxial

• Important en génie mécanique

• Applications

– Vérins pneumatiques et hydrauliques, 

– Tuyauterie de distribution d’eau, d’air comprimé ou de vapeur

– Réservoirs sous pression tels que les chaudières thermiques, les échangeurs de chaleur, 

les réservoirs d’air comprimé

MEC3200 - Transmission de chaleur

MEC3210 - Systèmes de pompage, ventilation et compresseurs

MEC3350 - Systèmes hydrauliques et pneumatiques
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y

z

x

p

Phénomène physique Schéma de l’étude 

So
ur
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 : 
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im
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.fr
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• Rapport: rayon moyen (rm) / épaisseur de la paroi (t) > 10

• Distribution de la contrainte tangentielle () est constante à travers  la paroi

• Type:

r

r


t

p

x



Cylindre à paroi mince sous pression

Contrainte dans la direction x,

x = 0

Contrainte dans la direction x, 

x  0

OUVERT FERMÉou
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Cylindre fermé à paroi mince soumis à une pression interne p et à une 

force axiale F en tension

0oupr −=

mp r

t
 =

2 2

m
x

m

pr F

t r t



= +

Partie de la contrainte 

due à la pression
Partie de la contrainte due à 

la force extérieure F

r

x


r



t

p

x

b



F

y

z
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À la surface interne À la surface externe

1.3: Chargement uniaxial
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Vérification des formules par éléments finis (Ansys)

Paroi mince (t = 4mm) Paroi épaisse (t = 20mm)

• P = 1 MPa

• rm = 80mm

σθ = 19.95

σr = 1

σx = 9.8

Contrainte en MPa

σθ = 20.1

σr= 9.96

σx= 1.4
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Valeurs prises sur la surface intérieure

r

x


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1.4: Chargement de flexion

21
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Phénomène physique Schéma de l’étude 

W = poids de la neige
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– Moment concentré (MB) sur une poutre rectangulaire pleine

– Moment interne (MAB) qui engendre la contrainte; ici MAB est égal à MB

• c = distance du plan neutre à la fibre extrême (ici, c = h/2)

c

L

b

h

A B

𝑆𝑧 =
𝑏ℎ2

6

𝐼𝑧 =
𝑏ℎ3

12

0

      0

yzxzxy

zy

===

==

𝜎𝑥 = ±
𝑀𝐴𝐵𝑐

𝐼𝑧
= ±

𝑀𝐴𝐵

𝑆𝑧

Contraintes aux fibres extrêmes

ABM

z

y
x

L

BM

MBMAB x
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Flexion pure 

1.4: Chargement de flexion
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– Moment concentré sur une poutre rectangulaire à paroi mince

z

AB
x

I

cM
=

𝑥

𝑦

𝑧

𝑀𝐴𝐵

𝑏

h

t

Contraintes aux 

fibres extrêmes
𝑐 =

ℎ

2

Rappel : Comment 

calculer Iz?

𝜎𝑥 = −
𝑀𝐴𝐵𝑦

𝐼𝑧

où

Augmentation linéaire de la contrainte 

normale en fonction de la distance par 

rapport au plan neutre
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2
ℎ

2

1.4: Chargement de flexion

Flexion pure 
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Propriétés de surface

- Position du centroïde - Second moment de surface
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Propriétés de surface
y

z C

b

h

𝐼𝑧 =
𝑏ℎ3

12

𝐼𝑦 =
ℎ𝑏3

12

y

z
C R

𝐽 = 𝐼𝑧+ 𝐼𝑦

𝐼𝑧 = 𝐼𝑦 =
𝑅4

4

𝐽 =
𝑅4

2

y

z
C rmoy

t

𝐼𝑧 = 𝐼𝑦 = 𝜋𝑟𝑚
3𝑡

𝐽 = 2𝜋𝑟𝑚
3𝑡

Section rectangulaire Section circulaire pleine Section circulaire à paroi mince

Second

moment

de surface

Second

moment

polaire
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Dimensions en mm

Propriétés de surface

(Exercice 1)

Pour la section de la poutre représentée sur la figure ci-dessous, vérifiez que :

a) La position de centroïde  𝑦 = 125 mm;

b) Le second moment de surface Iz = 53,125  106 mm4.

50

y

150

50

150

y =125

z
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1 2 ⇒ 𝐼𝑧1+2 = 2
𝑡ℎ3

12
+

3 4+

x

y

z b

h

t

𝑦 =
ℎ − 𝑡

2

𝑏 − 2𝑡

h

1 23

4

z

'z

⇒ 𝐼𝑧3+4 = 2 𝐼𝑧′ + 𝑦2𝐴

𝐼𝑧3+4 = 2
𝑏 − 2𝑡 𝑡3

12
+

ℎ − 𝑡

2

2

𝑏 − 2𝑡 𝑡

𝐼𝑧 = 𝐼𝑧1+2 + 𝐼𝑧3+4

𝐼𝑧 =
1

6
𝑡ℎ3 + 𝑏 − 2𝑡 𝑡3 + 3 ℎ − 𝑡 2 𝑏 − 2𝑡 𝑡

t
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c
h

b

L
AR

CR

P

ba

Charge concentrée sur une  poutre ayant des appuis simples

Après avoir calculer les réactions Ra et RB la procédure 

de solution est :

1- Tracer le diagramme des efforts tranchants

2- Tracer le diagramme des moments fléchissants (Mz)

3- Calculer les contraintes
xjx  et    

x

y

z
VABz MM =

RA

A B C

x
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1.4: Chargement de flexion

Flexion ordinaire 
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1- Tracer le diagramme des efforts tranchants

Le diagramme des efforts tranchants varie d’une quantité égale à 

- (la force concentrée) à l ’endroit où celle-ci est appliquée

0
+

V

A
R−

CR

P

c
h

b

L

x

y

z

AR
CR

ba

P

x

𝑑𝑉

𝑑𝑥
= −𝑞

Δ𝑉 = −𝑞 Δ𝑥

𝑑𝑀

𝑑𝑥
= −𝑉

Δ𝑀 = −𝑉 Δ𝑥

29

Rappel de RDM 1

1.4: Chargement de flexion

Flexion ordinaire 
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2- Tracer le diagramme des moments fléchissants

V

0

+

AR−

CR
P

zM

0

+

aRM Az =max

c
h

b

L
x

y

z

AR
CR

P

ba

x

x

Δ𝑀 = −𝑉 Δ𝑥
𝑑𝑀

𝑑𝑥
= −𝑉
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1.4: Chargement de flexion

Flexion ordinaire 
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3 - Calculer la contrainte 

On fait une coupe de la pièce à une distance x de l’appui gauche

z

AB
x

I

cM
=

𝑉

0

+

AR−

BR
P

𝑀𝐴𝐵

0

+

𝑀𝑧max

𝑀𝐴𝐵 = 𝑅𝐴𝑥

𝑥

𝑦

V𝑀𝐴𝐵

x

𝑧

𝑥

𝑥

𝜎𝑥

RA
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1.4: Chargement de flexion

Flexion ordinaire 
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3- Calculer la contrainte       au point critique

MAB est maximum à x = a, là où V = 0

𝜎𝑥 = +
𝑅𝐴 𝑎

𝑆𝑧x

y

z

P

V

x

a

ABM

𝑉

0

+

AR−

CR
P

𝑀𝑧

0

+

maxz AM R a=

𝑥

𝑥

𝜎𝑥 = −
𝑅𝐴 𝑎

𝑆𝑧
x

RA

32

Rappel de RDM 1

1.4: Chargement de flexion

Flexion ordinaire 
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z

y
x

L

zM

0

0

𝑀𝐴𝐵
𝑧

𝑦

L

𝑀𝐴𝐵
𝑥

𝑉 = 0

𝑀𝑧

𝑀

𝑉

𝑥

𝑥

𝑑𝑉

𝑑𝑥
= −𝑞

Δ𝑉 = −𝑞 Δ𝑥

𝑑𝑀

𝑑𝑥
= −𝑉

Δ𝑀 = −𝑉 Δ𝑥

A B

Exemple 1: Flexion pure
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Exercice 2

Pour la poutre illustrée ci-dessous, les réactions aux appuis A et F ont été calculées; leurs valeurs sont

indiquées sur la figure :

RA = 170 N ; RF = 290 N 

a) Tracez le diagramme de l’effort tranchant en indiquant les valeurs importantes;

b) Complétez le diagramme du moment fléchissant; en indiquant les valeurs importantes.

1.4: Chargement de flexion
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b est mesuré à y1 (surface glissante) 

est le second moment de toute la section par rapport à z

Q est le premier moment de surface

zI

' 'y y

yx xy

z z

V Q V A y

I b I b
 = = =
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Contrainte de cisaillement due à l’effort tranchant

En écrivant les équations d’équilibre sur un élément de section, on peut démontrer

que la formule pour le calcul de la contrainte de cisaillement due à un effort

tranchant est la suivante :

y1

1.4: Chargement de flexion
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La figure ci-dessous illustre la répartition en intensité des contraintes de cisaillement dues à 

l’effort tranchant dans un profilé en I.

On remarque :

– les contraintes de cisaillement sont nulles aux fibres extrêmes de la poutre

– la contrainte de cisaillement est maximale à l’axe neutre de la poutre

– la majeure partie de l’effort tranchant est reprise dans l’âme de la poutre

– les contraintes de cisaillement sont relativement constantes dans l’âme

36
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Contrainte de cisaillement due à l’effort tranchant

1.4: Chargement de flexion
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Exemple : Calculer les contraintes de cisaillement dues 

à l’effort tranchant Vy en A-A et en B-B :

Dimensions en mm

6 440 10zI mm= 

AA
B

B
20

6

10

5

125
260

102

yV

y

x

z

Section A-A est dans l’âme de la poutre, sous la semelle supérieure. 

Section B-B est dans la semelle supérieure, à 20 mm de l’extrémité gauche.

37

Rappel de RDM 1

Contrainte de cisaillement due à l’effort tranchant

1.4: Chargement de flexion
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À la section d’étude A-A :

La contrainte de cisaillement se calcule :

où Q = le premier moment de l’aire de la section de la poutre qui est au dessus 

de la section d étude par rapport à l’axe neutre, soit

y

xy

z

V Q

I b
 =

𝑄 = 𝐴′ ⋅ 𝑦
′
= 102 ⋅ 10 ⋅ 125 = 127,5  103 𝑚𝑚3

et 𝑏 = 6 𝑚𝑚

AA
b 6

10

5
102

z

y
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260

125

Contrainte de cisaillement due à l’effort tranchant

1.4: Chargement de flexion
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À la section d’étude B-B :

B

B
20

6

10

5

125260

102

z

y

( ) 3 3' ' 20 10 125 25 10

10 ,  l'épaisseur de la semelle

Q A y mm

et

b mm

=  =   = 

=
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Rappel de RDM 1

Contrainte de cisaillement due à l’effort tranchant

1.4: Chargement de flexion
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Résultats FEM

τxz

τxy

40

Force de cisaillement Vy=142.4 kN

Rappel de RDM 1
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Rappel de RDM 1

Phénomène physique Schéma de l’étude 

So
ur

ce
: m

ik
ro

nt
oo

l.c
om

Mx

x
Mx
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Barreau circulaire plein

2

4r
J


=

0

      0

rxr

rx

==

===



Contrainte de cisaillement 

à la surface externe

J: second moment polaire 

(constante de torsion)

42

𝜏𝑥𝜃 =
𝑇𝑟

𝐽

Rappel de RDM 1

r x

y

z

T

T





y

z

x



Tube circulaire

x

y

z

T

T





r

ir

y

z

x



z

y

Vue plan yz

𝐽 =
𝜋(𝑟𝑒

4 − 𝑟𝑖
4)

2
J = 2r3t 

où r est le rayon moyen

1.5: Chargement de torsion
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Rappel de RDM 1

Exercice 3

Le réservoir à paroi mince ABC encastré-libre (voir figure a) est chargé à son extrémité libre C selon les sens

montrés. Les chargements externes sont les suivants :

p = 4,5 MPa ; F = 90,48 kN ; T = 23,255 kN.m ; My = 10,465 kN.m ; Mz= 2,907 kN.m.

La section du tube est montrés sur la figure b).

- Déterminez l’état de contrainte complet au point B1 (voir figures a et b).

- Illustrez cet état de contrainte sur l’élément montré à la figure c).

A

C

y

z

F

T

x

p

Mz

B1

My

t = 6 mm

y

z

rm = 80 mm
B1

y

z x

Fig. a) Tube à paroi mince sous pression Fig. b) Section du tube
Fig. c) Élément infinitésimal B1

1.5: Chargement de torsion
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𝜏𝑥𝑠 =
𝑇

2 𝐴 𝑡

44

Section fermée

Notions avancées en torsion

T

tT

A

x
n

s

: est l’aire à l’intérieur du périmètre moyen de la section𝐴

: représente le moment interne obtenu à

partir de DCL et de l’équation d’équilibre.
𝑇

Note : Pour obtenir la valeur de la contrainte de

cisaillement maximale , il faut prendre la

valeur minimale de l’épaisseur tmin .

𝜏𝑥𝑠,𝑚𝑎𝑥

On parle d’une section à paroi mince lorsque le rapport entre la longueur et 

l’épaisseur est égal ou supérieur à 10 : 𝐿

𝑡
 10

1.5: Chargement de torsion
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Notions avancées en torsion

Comment calculer    ?𝐴

140 mm

80 mm

6 mm

8 mm
134 mm

72 mm

6

8

𝐴 = (134)  (72) =  9648 mm2

𝑡𝑚𝑖𝑛 = 6 mm

Cas d’un tube rectangulaire à paroi mince

Section fermée

1.5: Chargement de torsion
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Rappel de RDM 1

Exemples de section fermée

1.5: Chargement de torsion
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Déformation observée en torsion

𝜏௫ఏ

Dans un barreau circulaire 

𝜏௫௬  ou  𝜏௫௭ 

Dans un barreau prismatique

𝜃 ≡ 𝑦 ou 𝜃 ≡ 𝑧

47

r

y

z

Notions avancées en torsion

1.5: Chargement de torsion
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Déformations de cisaillement pour section prismatique

b

t

48

Notions avancées en torsion

Changement de l’angle droit :

dans le plan x-z, donc xz et  xz

dans le plan x-y, donc xy et  xy

1.5: Chargement de torsion
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Simulation par ÉF

49

Mx = 100 kN.m

Rectangle mince:

160  10  80 mm

Rectangle épais:

160  40  80 mm

y

x
z

Simulation par ÉF

Mx = 100 kN.m
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Simulation par ÉF: rectangle mince en torsion

Simulation par ÉF
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Contraintes de cisaillement pour les 2 épaisseurs
Rectangle mince Rectangle épais

τxz

τxy

51

La déformation a été amplifiée d’un facteur 100

Simulation par ÉF
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Contrainte normale σx pour les 2 épaisseurs

Rectangle mince Rectangle épais
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La déformation a été amplifiée d’un facteur 100

Simulation par ÉF
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• Contrairement à une section fermée, le flux q, pour circuler, doit passer deux 

fois (aller retour) sur l’épaisseur t.

• Ceci fait que le cisaillement  change 

de sens sur l’épaisseur t et la section est

beaucoup moins  efficace pour transmettre

de la torsion

• Contraintes et constante de torsion

y

x

z

T

T

t y

x

z

b

L

 xy varie linéairement selon z

J

tT
xy =

3

3

1
tbJ =

)principale contrainte ( 0 Donc

00

3 ==

====





z

xzyzzyx et
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Notions avancées en torsion

Section ouverte

1.5: Chargement de torsion
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1t

2b2b

1b 1b 1b

2t

1t
1t

2t

3b
3t

3b
3t

2t
2b

TTT

• Sections en I, en C ou en L (exemples de sections ouvertes)

– Inefficaces pour transmettre un couple de torsion.

54

Notions avancées en torsion

Section ouverte

1.5: Chargement de torsion
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T

T

T TT

T
T

Sections fermées                                                 Sections ouvertes

tA

T
xs

2
=

J

tT
xy = 3

3

1
tbJ =


=

t

ds

A
J

2
4

JG

LT
=

y

z
x

TT
T T T

1

2
3 T

Section composée

J

Tr
x =

Compatibilité géométrique

Formule 

générale

Section circulaire

tr
rr

J

r
J

ie 3
44

4

2
2

)(

2






=
−

=

=

Rayon moyen
T
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Notions avancées en torsion

1.6: Section composée

So
ur

ce
: b

ts
el

la
r.s

ho
p
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Pour améliorer une section ouverte telle 

qu’un profilé en I, on peut souder une 

plaque sur toute la longueur de la poutre. 

Pour l’analyse en torsion, on décompose la 

poutre combinée en deux sections 

ouvertes,1 et 2, et une section fermée, 3.

y
x

z

1

2
3 T

x
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Notions avancées en torsion

1.6: Section composée



Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.

Résistance des matériaux II
5

Simulation ÉF de la section composée avec 3 types de soudure

58

102 mm

10

6
240 10

Vue de dessus

encastrement

Aux extrémités Multipoints Continue

Simulation par ÉF

y
x

z

1.6: Section composée
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Section composée connectée par des soudures aux extrémités

Concentration de 

contraintes

au niveau des 

soudures

59

Simulation par ÉF

1.6: Section composée
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Section composée connectée par des soudures multiples

60

Simulation par ÉF

1.6: Section composée
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Section composée connectée par des soudures continues

61

Simulation par ÉF

1.6: Section composée
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Deux plaques parallèles réunies par un

seul cordon de soudure constituent deux 

sections ouvertes.

Par contre, les deux mêmes 

plaques réunies par deux cordons 

de soudure sur toute leur longueur 

deviennent une section fermée

T

x
y

x

z

x

62

Notions avancées en torsion
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Exemple :

– Deux cordons de soudure 

sur toute la longueur du 

profilé

Section ouverte

Section fermée

T

Illustration de la circulation du flux de cisaillement
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Exemple : 

On veut connaître TTOT permis 

pour une valeur de SY connue.
1t

1b

2b 2t

L

TOTT

1

2

3

TOTT

LLLL === 321

64

Notions avancées en torsion

1.6: Section composée



Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.

Résistance des matériaux II
5

Procédure de solution :

• 1- Établir la répartition de Ttot dans

1 ,  2  et  3  (équilibre)

• 2- Assurer la compatibilité de 

déformation comme un corps solide

• 3- Calculer les relations T- 

• 4- Calculer les contraintes

• 5- Calculer TTOT permis

1t
1b

2b 2t

L

TOTT

1

2

3

TOTT

LLLL === 321
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321 TTTTTOT ++=

1t
1b

2b 2t

L
1

2

3

1T

1T

2T

2T

3T

3T

iLLLL === 321

1t
1b

2b 2t

L

TOTT

1

2

3

TOTT


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Solution :

1- Équilibre :

T1, T2 et T3 sont les parties 

du couple total TTOT reprises 

respectivement par les 

sections 1, 2 et 3.

321 TTTTTOT ++=

1t
1b

2b 2t

L
1

2

3

1T

1T

2T

2T

3T

3T

iLLLL === 321
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2- Compatibilité :

Les sections 1, 2 et 3 sont solidaires.

Elles se déforment comme un corps solide

sous l ’action du couple TTOT. 

Donc,

Si on appelle  =/L, on a :

1

2

3

i === 321

L

i
i


 ==== 321
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2- Compatibilité :

3- Relations T -  :

ou que

      i

ii

i

ii

i
i

GJ

T

GJ

LT
== 

L

i
i


 ==== 321

   
33

3

22

2

11

1

GJ

T

GJ

T

GJ

T
==

1t
1b

2b 2t

L
1

2

3

1T

1T

2T

2T

3T

3T

iLLLL === 321
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2- Compatibilité :

3- Relations T -  :

Si les valeurs de  Gi sont identiques :

      i

ii

i

ii

i
i

GJ

T

GJ

LT
== 

GJ

T

GJJJ

TTT

GJ

T

GJ

T

GJ

T

TOT

TOT=
++

++
===  

)(
  

321

321

3

3

2

2

1

1

i

i
i

L


 ==== 321

Rappel: 

Formule trigonométrique

fdb

eca

f

e

d

c

b

a

++

++
===

Lorsque même matériau 

dans sections 1,2 et 3
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3- Relations T -  :

J1 et J2 : constantes de torsion

pour une section ouverte

J3 : constante de torsion

pour une section fermée circulaire:

TOT

TOT

J

T

JJJ

TTT

J

T

J

T

J

T
=

++

++
===

)(
   

321

321

3

3

2

2

1

1

( )3

22

3

1121
3

1
tbtbJJ +=+

3
3

3

2

3

2

3

2

3 2
2

444
tr

t

r

A

t

périmètre

A

t

ds

A
J 


====



1t

i321 LLLL ===

1b

2b 2t

L
1

2

3

1T

1T

2T

2T

3T

3T

r

3t

A
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4- Calcul de  :

a) sections ouvertes (1)

TOT

TOT

J

T

J

T

J

T
==    

2

2

1

1

TOT

TOT
xs

J

tT

J

tT 1

1

11
1)( ==

1

11

1
)(

J

tT
xs

=

1t
1b

2b 2t

L
1

2

3

1T

1T

2T

2T

3T

3T

iLLLL === 321

Même approche pour section (2)TOT

TOT
xs

J

tT

J

tT 2

2

22
2)( ==
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4- Calcul de  :

a) sections ouvertes (1 et 2)

TOT

etdeTOT

ouvertxs
J

tT
21max

max
)( =

TOT

TOT

xs
J

tT
1

1
)( =

TOT

TOT

xs
J

tT
2

2
)( =

1t
1b

2b 2t

L
1

2

3

1T

1T

2T

2T

3T

3T

iLLLL === 321

Utiliser la plus grande épaisseur pour calculer 

la contrainte maximale des sections ouvertes
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4- Calcul de  :

b) section fermée (3)

3

3

3
22

)(
tA

T

tA

T
xs

==

TOT

TOT

J

T

J

T
= 

3

3

3

3

3

3

3
2

1

2
)(

tAJ

JT

tA

T

TOT

TOT

xs
==

1t
1b

2b 2t

L

TOTT

1

2

3

TOTT

3T

3T

3

3

3
2

1
)(

tAJ

JT

TOT

TOT

xs
=
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5- Calcul de TTOT permis :

TTOT permis est le plus petit des 

deux valeurs calculées .

1t

1b

2b 2t

L

TOTT

1

2

3

TOTT

3

3

2
2

)( tA
J

J

FS

S
T TOTY

ferméTOT =

21max
2

)(
etde

TOTY

ouvertTOT
t

J

FS

S
T =
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Calcul de FS lorsque la valeur de T est connue:

a) sections ouvertes (1 et 2)

b) Section fermée (3)

1t

1b

2b 2t

L

TOTT

1

2

3

TOTT

( )
ouvertxs

YS
FS

max2 
=

21max2 etdeTOT

TOTY

tT

JS
FS=

( )
3

2 xs

YS
FS


=

3

3

2

2

JT

tAJS
FS

TOT

TOTY=
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yP

L

a

z

y
x

xP

0

      0

yzxzxy

zy

===

==
     

A

P
x =

bI

QV
)ou(

      0

z
xzxy

yzzy

=

===

z

z
x

S

M
=

0

      0

rxr

rx

==

===





J

rT
x = 

x = n = s = 0

xn = ns = 0tA

Mx
xs ××
=

2


z

y
x

L

xMT ou 

x

y

z

b

h

t

x
M

x
M
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yP

L

a

z

y x

xP

z

y
x

L

xMT ou 

x

y

z

b

h

t

x
M

x
M

Exemples de section

Axial ➔ Toutes les sections  

constantes selon l’axe x
Changements de section 

➔Concentration de contrainte Pression➔ cyl. à paroi mince

Section sans plan de symétrie 

➔ flexion gauche 

Nouveaux en RDM II

Flexion ➔ section simple

Torsion➔ section circulaire (x,r,)

Torsion➔ section fermée mince (x,s,n)

Torsion➔ section ouverte mince

Torsion➔ section combinée

Révision partie 4
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Notions de contrainte : Résumé
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Rappel de RDM 1

1.7: Chargements combinés

Selon le sens et la force du vent sur le panneau, cette
structure est soumise à trois types de charges : flexion,
torsion et uniaxial.

Phénomène physique Schéma de l’étude 

x

z

Force résultante      

du vent

x

y

W1 = poids du panneau

z

y

Force résultante du vent

Moment autour de l’axe  des x = torsion
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Contraintes aux fibres 

externes (r: rayon externe)

Flexion-axial-torsion

2

4r
J


=

J

rT
x = 

4

4r
I


=

2rA =

A

P

I

cMz +=

r x

y

z

T

T

PP



z
M z

M
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Exercice 4 (problème de synthèse)
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Une poutre en acier est encastrée à son extrémité A et munie à son extrémité , d’un bras de levier rigide, tel 
que montrée à la figure 1. Elle est soumise au chargement qui est indiqué sur la figure 1. 

Les propriétés mécaniques de la poutre sont les suivantes : SY = 300 MPa ;  E = 200 GPa et   = 0,3

1) Déterminez les efforts internes sur la section de la poutre qui sera la plus sollicitée.

2) Calculez les contraintes associées à chaque type d’efforts internes.

3) Appliques le principe de superposition et identifiez le point le plus sollicité ( plus critique) sur la 

Figure 2.

2) Représentez au point le plus sollicité de la section, l’état de contrainte à l’aide d’un cube élémentaire 
infinitésimal sur la Figure 3.

5) Déterminez les contraintes principales et calculez le facteur de sécurité par le critère Tresca et Von
Mises. Lequel est le plus conservateur ?

z
60

40

4

y

4

Centroïde

y

z x

Figure 1: Poutre et chargement Figure 2: section de la Poutre Figure 3: cube élémentaire   

infinitésimal

y

z

A

x

MBx = 1 kN.m MBz = 1 kN.m

FBz = 0,2 kN.m FBx = 8 kN

B
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1.8: État de contrainte

• Objectifs

– Comprendre la définition d’un état plan de contrainte

– Calculer les contraintes selon une orientation arbitraire

– Calculer les contraintes principales et leur orientation

– Calculer la valeur du cisaillement maximal

– Évaluer la résistance d’un matériau ductile avec les critères d’écoulement 

(Tresca et von Mises)
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Toutes les contraintes agissant sur une des faces du cube unitaire sont nulles

(ici, la face z) ainsi que toutes les contraintes agissant sur les autres faces, dans

la direction z. (z = 0 et xz= zx= yz= zy= 0)

Très fréquent en ingénierie

x
y

z

xy

xz
x

y

yx
yz

z

zx
zy

État plan de contrainte

x

xx

y

xy

yx

yx

xy

x

x
y

z

xy

yx

y

Simplification à un élément 2D

y

x
y
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Contraintes en un point selon une orientation arbitraire (x’-y’)

• On calcule les contraintes x ,y et xy

suivant les directions x et y choisies

• On définit un nouveau système d’axes x’

et y’ qui fait un angle  avec le système 

x,y; l’axe x positif est l’axe de référence

• En utilisant les équations d’équilibre dans 

le système x’-y’ (Fx’ = 0; Fy’=0; 

Mz=0), on établit les expressions pour le 

calcul des contraintes x’ ,y’ et x’y’ dans 

le nouveau système

x ’

xy

xy

y

x

y
y ’

x ’

θ

x ’y ’



x


!
Attention à la convention 

de signe de 
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État plan de contrainte

1.8: État de contrainte
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Pour  transformer x ,y et xy en x’ ,y ’ et x’y’

෍𝐹𝑥′ = 0 ⇒ 𝜎𝑥′ =
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

2
+
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2
cos 2 ⋅ 𝜃 + 𝜏𝑥𝑦 sin 2 ⋅ 𝜃

෍𝐹𝑦′ = 0 ⇒ 𝜏𝑥′𝑦′ = −
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2
sin 2 ⋅ 𝜃 + 𝜏𝑥𝑦 cos 2 ⋅ 𝜃

x ’

xy

xy

y

x

y
y ’

x ’

θ

x ’y ’



x

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État plan de contrainte

1.8: État de contrainte
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Contraintes principales 1 ,  2 et 3 en un point

''
' 20 yx

x

d

d





==

( ) ( )2sin2cos
22

xy
yxyx

'x ×+×
−

+
+

=

Contraintes 

principales en 

un point
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22

2
xy

2
yxyx

2,1 +






 −
±

+
=

Sur les plans où se trouvent les contraintes principales, 

les contraintes de cisaillement sont nulles.

3 0ou valeur connuez = =



État plan de contrainte

1.8: État de contrainte
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État plan de contrainte - Cercle de Mohr
Pour tracer le cercle de Mohr d’un état plan de contrainte dans le plan x-y, on procède de la façon suivante :

• Placer les points X (x ,xy) et Y (y , - xy) dans un système d’axes  - 

• Joindre les deux points par une droite et déterminer le point d ’intersection C avec l’axe 

(c = (x +y) /2)

• Le cercle de Mohr est le cercle dont le centre est C et qui passe par les points X et Y.

• L’état de contrainte selon le système x’- y’ est également représenté par le cercle

87

Rappel de RDM 1

1.8: État de contrainte
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Critères d’écoulement : Tresca

1 Y1 S=

Essai de traction Pièce réelle

1

2

3

𝐹𝑆 =
𝑆𝑌
2

1

𝜏max
𝜏 max= 

max(𝜎1,𝜎2,𝜎3)−min(𝜎1,𝜎2,𝜎3)

2

Cisaillement 

maximal
Cas général 3D

L’écoulement d’un

matériau ductile se

produit lorsque max

atteint une valeur

critique.
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𝐹𝑆 =
𝑆𝑌

1
2
(𝜎1 − 𝜎2)

2 + (𝜎2 − 𝜎3)
2 + (𝜎3 − 𝜎1)

2

L’écoulement d’un matériau ductile se produit lorsque l’énergie de distorsion atteint 

une valeur critique. 

Contrainte équivalente de von Mises

dans le système d’axes 1-2-3

Critères d’écoulement : von Mises

1.8: État de contrainte
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• Objectifs :

– Connaître la définition d’un état plan de déformation

– Savoir définir les déformations à partir des déplacements

– Savoir calculer les déformations normales et de cisaillement selon une 

orientation quelconque; application des lectures de jauges

– Appliquer les relations contraintes-déformations (Loi de Hooke)

1.9: Déformations et contraintes

89

Rappel de RDM 1

So
ur

ce
: s

ci
en

ce
si

nd
us

tr
ie

lle
s.

co
m



Préparé par Henri Yelle, ing, Marie Bernard, ing et Daniel Therriault, ing.

Résistance des matériaux II
5

Déformation
Les forces extérieures sur un solide causent :

• un déplacement de l’ensemble des points constituant le solide

• un mouvement relatif entre les points du solide ➔ déformation du solide

• Comme pour le cas des contraintes, l’étude des déformations dans un solide 
est réalisée pour un état plan. Ici, c’est l’état plan de déformation, qui est 
différent de l’état plan de contraintes.  

• Les côtés CAB d’un élément unitaire de 
longueurs x et y avant l’application 
d’une force extérieure se retrouvent en 
C’A’B’ après chargement. 

• Ce faisant, le point A s’est déplacé de 
la distance u selon l ’axe x et de v selon 
l’axe y.
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1.9: Déformations et contraintes
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Les déformations normales x et y et de cisaillement xy sont définies de la 

façon suivante :

𝜀𝑥 =
𝐴′𝐵′ − 𝐴𝐵

𝐴𝐵
=
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜀𝑦 =
𝐴′𝐶′ − 𝐴𝐶

𝐴𝐶
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝛾𝑥𝑦 = ∠𝐵𝐴𝐶 − ∠𝐵′𝐴′𝐶′ =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥

• Déformations : c’est ce qui existe physiquement.

• Contraintes : c’est un concept commode pour faire des calculs
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Déformation

1.9: Déformations et contraintes
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• La méthode expérimentale la plus répandue et la plus utile en ingénierie 
pour l’analyse des contraintes est basée sur la mesure des déformations à 
l’aide des jauges de déformation

• Connaissant les déformations, les contraintes peuvent être calculées à 
l’aide de la loi de Hooke

• Ce sont les contraintes qui permettent d’évaluer le facteur de sécurité (FS) 
d’une pièce soumise à des forces extérieures connues

Une jauge mesure une déformation normale et elle 

est toujours dans un état plan de contrainte parce 

qu’elle est collée sur une surface libre. Donc, 3 = 0.
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Déformation

1.9: Déformations et contraintes
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Fil dont la résistance électrique R varie avec son allongement. Elle mesure une 

déformation exclusivement dans l’axe de son fil. 

– On colle solidement la jauge sur la surface de la pièce. Lorsqu’une force agit sur 

la pièce, celle-ci se déforme.

– La jauge subit alors la même déformation et sa résistance électrique varie en 

conséquence:

• On enregistre le changement de résistance. 

• Après une calibration adéquate, on déduit 

la déformation. 

– Il n’existe aucune méthode simple qui permette de mesurer une déformation de 

cisaillement .

Δ𝑅

𝑅
= 𝑘

Échantillon « disque » 

instrumentée de 3 rosettes
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Jauges de déformation

1.9: Déformations et contraintes
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On sait que :

où 3 en général est connue

On sait aussi que :

(pour état plan de contrainte en z)

et que :

(loi de Hooke)

• Une jauge ne mesure qu’une déformation normale ()

• Elle ne peut pas mesurer une déformation de cisaillement ()

𝐹𝑆 ∝ 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3

𝜎1, 𝜎2 ∝ 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜏𝑥𝑦

𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜏𝑥𝑦 ∝ 𝜀𝑥, 𝜀𝑦, 𝛾𝑥𝑦
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Jauges de déformation

1.9: Déformations et contraintes
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À partir de trois valeurs de déformation normale
(a, b, c) mesurées suivant des orientations
quelconques mais connues, (a, b, c) on peut
déterminer x, y et  xy de la façon suivante :

Dans ce système, l’axe x est l’axe de référence.
Les angles i sont mesurés à partir de cet axe ; ils
sont positifs dans le sens anti-horaire.

Ensemble de jauges : une rosette

𝜀𝑎 =
𝜀𝑥 + 𝜀𝑦

2
+
𝜀𝑥 − 𝜀𝑦

2
cos 2 ⋅ 𝜃𝑎 +

𝛾𝑥𝑦

2
sin 2 ⋅ 𝜃𝑎

𝜀𝑏 =
𝜀𝑥 + 𝜀𝑦

2
+
𝜀𝑥 − 𝜀𝑦

2
cos 2 ⋅ 𝜃𝑏 +

𝛾𝑥𝑦

2
sin 2 ⋅ 𝜃𝑏

𝜀𝑐 =
𝜀𝑥 + 𝜀𝑦

2
+
𝜀𝑥 − 𝜀𝑦

2
cos 2 ⋅ 𝜃𝑐 +

𝛾𝑥𝑦

2
sin 2 ⋅ 𝜃𝑐 Ceci constitue un système 

de trois équations à trois 

inconnues x , y ,  xy

!
Attention à la convention 

de signe de 
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𝑥

𝑦

𝑎

𝑏

𝑐

a

𝜃𝑏

𝜃𝑐

Jauges de déformation

1.9: Déformations et contraintes
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Relations contraintes-déformations 

(Loi de Hooke)

𝜀𝑥=
1

𝐸
𝜎𝑥 − 𝜈 𝜎𝑦 + 𝜎𝑧

𝜀𝑦 =
1

𝐸
𝜎𝑦 − 𝜈 𝜎𝑧 + 𝜎𝑥

𝜀𝑧 =
1

𝐸
𝜎𝑧 − 𝜈 𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

𝛾𝑥𝑦 =
𝜏𝑥𝑦

𝐺
; 𝛾𝑥𝑧 =

𝜏𝑥𝑧

𝐺

𝛾𝑦𝑧 =
𝜏𝑦𝑧

𝐺

𝜀1 =
1

𝐸
𝜎1 − 𝜈 𝜎2 + 𝜎3

𝜀2 =
1

𝐸
𝜎2 − 𝜈 𝜎3 + 𝜎1

𝜀3 =
1

𝐸
𝜎3 − 𝜈 𝜎1 + 𝜎2

Axes x, y et z Axes 1, 2 et 3
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Rappel : Propriétés mécaniques

• Module d’Young (E)

• Module de cisaillement (G)

• Coefficient de Poisson (v)





E





G

𝐺 =
𝐸

2(1 + 𝑣)

𝑣 = −
𝑇

𝐿

FF

Direction longitudinale

Direction transversale
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Matériau E (GPa) 𝑣

Acier 200 - 220 0,24 – 0,30

Aluminium 69 0,24 – 0,33

Fer 208 0,21 – 0,29

Fibre de 

verre

70 - 85 0,20 – 0,25

Fibre de 

carbone

150 – 345 0,10 – 0,30

Titane 100 - 120 0,32 – 0,36
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Exercice 5 (problème de synthèse)
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Exercice 5_suite (problème de synthèse)


