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Programmation	Non	Linéaire



Introduction	à la	Prog.	Non	Linéaire

• Un	programme	non	linéaire	est	similaire	à	un	programme	linéaire,	car	
il	est	constitué:
– D’une	fonction	objectif
– Des	contraintes	et	des	bornes	sur	les	variables

• Toutefois	ces	équations	n’ont	pas	à	être	linéaires
• Elles	sont	généralement	données	comme	des	fonctions	(analytiques)
• Il	y	a	de	nombreuses	applications	pratiques	de	la	PNL:
– Problème	d’optimisation	en	finance
– Problème	d’optimisation	en	énergie
– Problème	d’optimisation	en	(pétro)	chimie
– …

• Un	PNL	est	toutefois	beaucoup	plus	difficile	à	résoudre	qu’un	PL.	
• Voyons	pourquoi…

11-2



Raison	1:	Local	ou global	cet optimum	?

• En	l’absence	de	convexité	(comme	pour	les	PL)	les	méthodes	de	
résolution	de	PNL	ne	peuvent	garantir	d’identifier	la	solution	optimale

• Elles	font	généralement	une	recherche	dans	l’espace,	basée	sur:
– Un	point	courant
– La	valeur	de	l’objectif	à	ce	point
– La	valeur	du	gradient	de	la	fonction	objectif
– La	matrice	Hessien (dérivée	seconde)	de	la	fonction	objectif

• Ces	informations	permettent	d’identifier	un	maximum	(ou	minimum)	
local,	mais	pas	de	dire	s’il	est	global.
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Chapter 16: Introduction to Nonlinear Programming 

A nonlinear program (NLP) is similar to a linear program in that it is composed of an objective 
function, general constraints, and variable bounds.  The difference is that a nonlinear program 
includes at least one nonlinear function, which could be the objective function, or some or all of 
the constraints.  Many real systems are inherently nonlinear, e.g. modelling the drop in signal 
power with distance from a transmitting antenna, so it is important that optimization algorithms 
be able to handle them. 

The problem is that nonlinear models are inherently much more difficult to optimize.  There are 
twelve main reasons for this, as described below. 

Reason 1: It's hard to distinguish a local optimum from a global optimum. Numerical 
methods for solving nonlinear programs have limited information about the problem, typically 
only information about the current point (and stored information about past points that have been 
visited).  The usual available information is (i) the point x itself, (ii) the value of the objective 
function at x, (iii) the values of the constraint functions at x, (iv) the gradient at x (the derivative 
in a 1-variable problem), and (v) the Hessian matrix (i.e. the second derivative in a 1-variable 
problem).  This is enough information to recognize when you are at a local maximum or 
minimum, but there is no way of knowing whether there exists a different and better local 
maximum, or even how to proceed towards it.  This also means that there is no way to easily 
determine where the global optimum is. 

 

These ideas are illustrated for a 1-variable unconstrained problem in Fig. 16.1.  Formally, a local 
optimum x* is a feasible point that has a better value than any other feasible point in a small 
neighbourhood  around  it,  say  within  some  small  ball  with  radius  ε.   The global optimum, on the 
other hand, is the point with the best value of the objective function anywhere in the feasible 
region. Note that the global optimum will also be a local optimum. 

Reason 2: Optima are not restricted to extreme points.  There are a limited number of places 
to look for the optimum in a linear program: we need only check the extreme point, or corner 
points, of the feasible region polytope.  This isn't so for nonlinear programs: an optimum (local 
or global) could be anywhere: at an extreme point, along an edge of the feasible region, or in the 
interior of the feasible region!  This is illustrated in Fig. 16.2, which requires a little explanation. 

f(x) 

x 

local max 

local max 

global max 

Figure 16.1: Local vs. global maxima for a 1-variable problem. 



Raison	2:	L’optimum	et	les	points	extrêmes.

• En	PL,	s’il	existe	une	solution	optimale,	alors	il	existe	un	point	
extrême	du	polyèdre	qui	est	optimal.

• En	PNL,	l’optimum	peut	se	trouver	n’importe	où
– En	rouge	les	lignes	de	la	région	réalisables
– En	noir	des	courbes	de	niveau	de	la	fonction	objectif.
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We actually need n+1 dimensions to illustrate an n-
dimensional function.  The added dimension is for the 
function value itself, i.e. f(x).  You can see this in Fig. 
16.1, which requires two dimensions to show a 1-
dimension function: the horizontal axis is for the 
variable x and the vertical axis is for the function 
value f(x). However we will frequently want to show 
2-dimension functions to illustrate ideas in nonlinear 
programming.  So how do we show the 3rd dimension 
for the function value?  One easy way is to use 
contour lines (also known as level sets).  These are 
lines that connect a set of points that all have the 
same value of the function.  You may be familiar with 

this concept from hiking maps which use them to show the topography. 

Fig. 16.2 shows the contour lines for an objective function whose maximum point is in the 
interior of the feasible region, far from the extreme points or the edges.  Three of the contour 
lines are labelled with the value of the objective function for all of the points on that particular 
line.  In this case the optimum is a local maximum, as shown by the fact that the labels on the 
contour lines increase as we near the "centre" of the concentric ellipses. 

Reason 3: There may be 
multiple disconnected 
feasible regions.  Because of 
the way in which nonlinear 
constraints can twist and 
curve, there may be multiple 
different feasible regions.  So 
even if you are able to find the 
optimum within a particular 

feasible region, how do you know that there isn't some other disconnected (also called 
discontiguous) feasible region that you haven't found and explored?  This is illustrated in Fig 
16.3 in which the small arrows indicate the feasible sides of the nonlinear inequalities. 

Reason 4: Different starting points may lead to different final solutions. This is related to the 
way in which nonlinear solvers work.  One very common algorithm chooses a direction for 
search (e.g. the direction of steepest descent for minimization), and then finds the best value of 
the objective function in that direction; the process then repeats until there is no improvement in 
the value of the objective function.  Methods like this will typically descend to the bottom of 
whatever valley the starting point happens to be in. Because there may be multiple different 
valleys, starting at some other point may return a different final solution point and objective 
function value.  The difficulty is compounded worse when the problem is constrained: not only 
are there multiple local optima, but these may be in discontiguous feasible regions! One option is 
to simply try restarting the solver from many different initial points, but this can be quite time-
consuming. 

 
 

Figure 16.2: Optimum is at an interior 
point. 

 
Figure 16.3: Multiple disconnected feasible regions. 



Raison	3:	Régions réalisables déconnectées

• Rien	ne	garantit	que	l’espace	des	solutions	réalisables	est	connecté.
• Donc,	même	si	on	trouve	l’optimum	d’une	région,	rien	ne	nous	dit	
qu’il	n’existe	pas	d’autres	régions	réalisables…
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Raison	4:	L’importance du	point	de	départ

• Comme	on	ne	peut	pas	garantir	l’obtention	d’un	optimum	global,	le	
point	d’où	on	débute	la	recherche	joue	un	rôle	important	sur	la	
solution	que	nous	pouvons	trouver.

• En	effet	la	plupart	des	solveurs	non	linéaires	font	une	recherche	locale
– À	partir	d’une	solution	de	départ	ou	solution	courante
– On	détermine	la	meilleure	direction	(avec	le	gradient)
– On	fait	un	« pas »	dans	cette	direction

• Une	des	solutions	est	de	redémarrer	le	solveur	régulièrement	à	partir	
de	points	différents.
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Raison	5:	Trouver un	point	de	départ

• Il	peut	être	parfois	difficile	de	trouver	un	point	de	départ	réalisable.
• En	PL,	il	existe	une	« phase	1 »	qui	permet	toujours	de	trouver	une	
solution	initiale	ou	de	montrer	qu’il	n’en	existe	aucun.

• En	PNL,	on	commence	en	minimisant	une	distance	vis-à-vis	de	la	zone	
réalisable,	comme	le	carré	des	violations	par	exemple.

• Donc	si	on	optimise	ce	deuxième	problème	et	on	trouve	une	solution	
optimale	dont	le	coût	est	0,	alors	on	a	identifié	une	solution	réalisable	
à	notre	problème	d’origine

• Toutefois,	ce	deuxième	problème	est	lui-même	un	problème	NL…	
• Dans	ce	cas,	les	solveurs	peuvent	donc	rester	pris	dans	un	minimum	
local	dont	la	valeur	n’est	pas	0…	ce	qui	implique
– Qu’on	ne	peut	pas	optimiser	le	problème
– On	ne	peut	pas	prouver	qu’il	est	irréalisable.
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Raison	6:	Dures égalités

• Si	on	a	une	courbe	très	« tordue »	il	peut	s’avérer	difficile	de	trouver	
un	point	qui	tombe	« pile »	sur	la	courbe

• De	plus,	lors	de	l’optimisation	(via	recherche	locale)	il	risque	d’être	
encore	plus	difficile	de	rester	sur	cette	courbe.
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Raison	8:	Un	zoo	de	méthodologies

• La	PNL	regroupe	sous	une	même	bannière	une	vaste	gamme	de	
techniques	associés	à	chaque	type	de	fonctions	(quadratiques,	
convexes,	etc.)

• Face	à	un	problème,	quelle	technique	appliquée	?
• Les	solveurs	nécessitent	parfois	que	les	fonctions	linéaires	respectent	
des	conditions	particulières…	Il	peut	donc	être	difficile	d’identifier	le	
bon	solveur	à	utiliser.

• Il	existe	très	peu	d’outils	permettant	d’analyser	un	problème	NL,	
d’identifier	ses	caractéristiques	et	de	choisir	un	bon	solveur.

• Différents	solveurs	vont	donner	différentes	solutions…
• Différentes	modélisations	vont	donner	différentes	solutions…
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Raison	9:	Difficulté d’usage

• Les	solveurs	disponibles	ont	généralement	un	très	grand	nombre	de	
paramètres	à	ajuster	(>50).	

• Optimiser	ces	paramètres	peut	s’avérer	une	tâche	complexe
– Quel	type	d’optimisation	locale,	quelle	tolérance,	inversion	de	la	base,	etc.

• Souvent,	on	a	besoin	des	dérivées	des	fonctions	:	elles	peuvent	être	
difficiles	à	trouver.

• Pas	de	standard	pour	l'entrée	des	données	:	difficile	de	passer	d'un	
solveur	à	un	autre.
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Fonction objectif convexe

11

 
))1(()()1()( 2121 xxfxfxf λλλλ −+≥−+  avec  10 ≤≤ λ  

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∗ 

∗ 

∗ 



 
))1(()()1()( 2121 xxfxfxf λλλλ −+≤−+  avec  10 ≤≤ λ  

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x1 x2 

∗ 

∗ 

∗ 

Fonction objectif concave



13

Conditions	de	Karush-Kuhn-Tucker
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Programmation Quadratique

• est	quadratique	i.e.	inclus,	les	termes
• Les	contraintes	sont	toutes	linéaires.
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Programmation	quadratique	avec	CPLEX
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Avec a étant toute combinaison de {£, =, ³ } pour les contraintes.
Q : matrice de coefficients des termes quadratiques.

CPLEX résoud : min obj convexe avec Q positif semi-défini
xtQx ³ 0

ou  max obj. concave avec Q négatif semi-défini
xtQx £ 0



Problème	de	programmation	convexe	(PC)

est	concave	(car	on	maximise)
chaque															est	convexe.

Exemple:
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Programmation	convexe

(max	f	concave,	contraintes	gi(x)	convexes)	
• Algorithmes	de	type	« gradient »
–par	exemple	:	gradient	réduit	généralisé

• Algorithmes	d’optimisation	non	contraint	séquentiels
– transforme	le	problème	contraint	en	envoyant	les	contraintes	dans	
l’objectif	(méthodes	de	pénalités	ou	de	barrières)

• Algorithmes	d’approximations	séquentielles
– remplace	l’objectif	par	une	succession	d’approximations	linéaires	
ou	quadratiques
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Problème de	programmation séparable

est	concave	et	séparable	i.e.

est	convexe	et	séparable	pour	chaque								

• On	en	a	déjà	discuté	dans	le	cours	sur	la	modélisation	en	PL
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Problème	de	programmation	géométrique	

et	les	fonctions	contraintes	sont	de	la	forme

et	sont	généralement	ni	convexes	ni	concaves,	où	les
et											sont	des	constantes	physiques	dans	les

applications	de	problème	d’ingénierie.

Exemple:
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Programmation fractionnelle

• Exemple:

20

f (x) = f1(x) f2 (x) : ratio de f1(x) et f2 (x)

Max f(x) = f1(x) f2 (x)
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Problème de	programmation non	convexe

Tous	problèmes	de	PNL	qui	ne	remplissent	pas	les	hypothèses	des	
problèmes	de	programmation	convexe.

• Exemple:
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Méthodologie
• On	optimise les	problèmes à une variables	à l’aide des	dérivées
premières	et	secondes.

• Nous	utiliserons les	mêmes concepts	pour	les	problèmes comportant
plusieurs variables.

• Le	gradient	correspond	à la	dérivée première,	alors que la	matrice
hessienne représente les	dérivés secondes.



Le	Gradient

• Rappel	sur le	gradient	(Ñ):
• Pour	une fonction “f ”,		sur les	variables	x1, x2, …, xn:
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La	matrice hessienne

• La	matrice hessienne (Ñ2)	de	f(x1, x2, …, xn) est :
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Exemple de	matrice hessienne

• Exemple (vue précédemment):
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Optimisation non	linéaire sans	contraintes

• La	procédure d’optimisation sur plusieurs variables	fonctionne
comme suit:

1. Résoudre le	problème qui	consiste à trouver les	points	pour	
lesquels le	gradient	est nul.

2. Calculer le	Hessien de	la	fonction objectif et	l’évaluer pour	chacun
des	points	obtenus en	1.

• Si	la	matrice est “définie positive”	alors le	point	est un	minimum	local.
• Si	la	matrice est “définie négative”	alors le	point	est un	maximum	local.



Positive/Negative	Definite

• Une matrice est “définie positive”	si toutes ces valeurs propres sont
positives. (> 0)

• Une matrice est “définie négative”	si toutes ces valeurs propres sont
négatives. (< 0)

• Une matrice est “semi-définie positive”	si toutes ces valeurs propres
sont positives	ou nulles. (≥ 0)

• Une matrice est “semi-définie négative”	si toutes ces valeurs propres
sont négatives nulles. (≤ 0)



Matrice Exemple

Soit la	matrice A:
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Les valeurs propres de A sont:
22 -=l702.31 -=l 702.23 =l

Cette matrice est définie négative



Un	exemple de	PNL	sans	contrainte

Consider	the	problem:
Minimiser f(x1, x2, x3) = (x1)2 + x1(1 – x2) + (x2)2 – x2x3 + (x3)2 + x3

D’abord,	trouvons le	gradient	pour	les	xi:

1 2

1 2 3

2 3

2 1
2
2 1

x x
f x x x

x x

+ -é ù
ê úÑ = - + -ê ú
ê ú- + +ë û



Un	exemple de	PNL	sans	contrainte

Ensuite,	mettre le	gradient	=	0:
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Nous avons un système à trois équations et trois inconnues, que nous pouvons
résoudre:
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Un	exemple de	PNL	sans	contrainte

Nous	avons donc un	candidat à valider

Trouvons la	matrice hessienne:
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Un	exemple de	PNL	sans	contrainte

Les	valeurs propres de	cette matrice sont:

414.31 =l 586.02 =l 23 =l

Comme toutes les	valeurs propres sont >	0,	alors la	matrice
hessienne est définie positive.

Alors le point est un minimum
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Méthode de	résolution

• Dans l’exemple précédent,	on	avait un	système à trois équations
linéaires et	trois inconnus.

• Pour	certains autres problèmes,	nous	pourrions obtenir des	
équations non	linéaires.

• On	doit alors résoudre un	système d’équations non	linéaires…	ce qui	
n’est pas	simple.

• Pour	éviter ce problème,	les	PNL	sont généralement résolus
numériquement.



Méthode de	Newton

Lors de	la	résolution de	f ¢(x) = 0 pour	trouver un	maximum	ou un	
minimum,	on	peut faire	utiliser les	itérations suivantes:
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• k	est l’itération courante
• |xk+1 – xk|	<	e	où e	est une tolérance spécifiée



Diagramme de	la	méthode de	Newton

La	méthode	de	Newton	approxime	f¢ (x) avec	une droite
au	point	xk et	on	obtient le	point	(xk+1), qui	est utilisé
pour	approximer la	fonction au	prochain	point.	Jusqu’à
ce qu’on rapproche suffisamment de	x*.

xx* xk+1 xk

Tangente de f¢ (x) à xk

f¢ (x)



Commentaire sur la	méthode de	Newton

• Il	faut s’assurer que
– f (xk+1) < f (xk) pour	trouver un	minimum.
– f (xk+1) > f (xk) pour	trouver un	maximum.

• Désavantage:
– Il	faut calculer les	dérivées premières	et	secondes

– La	solution	initiale est importante,	si elle est trop	loin	de	l’optimum la	méthode
peut ne	pas	converger.



Méthode de	Regula-Falsi

Cette méthode nécessite deux points	xa &	xb qui	encadre la	solution	de	
l’équation f ¢(x) = 0.
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où xc sera	entre	xa &	xb.	

Le	prochain	intervalle sera	défini par	xc et	soit xa ou xb,	celui dont
le	signe	sera	différent	de	xc.



Diagramme de	Regula-Falsi

La	méthode de	Regula-Falsi approxime fonction f¢ (x) avec	une
droite et	utilise l’interpolation pour	trouver la	racine.

x
xa

x
b

xc

x*

f¢ (x)



Commentaires sur Regula-Falsi

• Cette méthode nécessite la	connaissance de	deux points	qui	entoure
la	solution.

• Elle	ne	nécessite toutefois pas	le	calcul de	la	dérivée seconde.

• La	méthode de	Regula-Falsi nécessite toutefois un	peu plus	
d’itération que la	méthode de	Newton.



Optimisation multi	variables

• Considérons le	cas avec	plusieurs variables,	sans	contrainte.
• Pratiquement toutes les	méthodes suivent la	recette suivante:

1. Choisir une direction	de	recherche dk

2. Chercher le	minimum	dans cette direction	afin de	trouver le	prochain	point.

Où k	est le	numéro d’itération courante	et	ak est un scalaire positif appeler le pas

kkkk dxx a+=+1



Le	pas

• Le	pas,	ak,	est calculé de	la	manière suivante:
– Nous	voulons optimiser la	fonction f(xk+1) = f(xk +akdk) où la	seule variable	est ak

parce que xk &	dk sont connus.

• Nous	posons et	résolvons pour	ak en	utilisant
la	méthode à une seule variable	vue précédemment.

( ) 0
d

d
=

+
k

kkkf
a
a dx



Méthode de	la	descente la	plus	rapide

• Cette méthode est très simple
– Pour	donner une direction,	elle utilise le	gradient	(pour	maximiser)	ou le	gradient	
négatif (pour	minimiser)
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Méthode de	la	descente la	plus	rapide

• L’opposé du	gradient	nous	indique la	direction	de	descente la	
plus	rapide.

x1

x2 f(x) = 5

f(x) = 20

f(x) = 25
xk

Ñf(xk)

-Ñf(xk)



Méthode de	la	descente la	plus	rapide

Les	étapes sont:
1. Choisir un	point	initial	x0

2. Calculer le	gradient	Ñf(xk) où k est un	numéro d’itération
3. Calculer la	direction	de	recherche:
4. Calculer le	prochain	point	x:

en	utilisant une méthode d’optimisation à une variable	sur ak.
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Méthode de	la	descente la	plus	rapide

Pour	déterminer la	convergence,	utiliser une tolérance e1 et	arrêter:

Où utiliser une tolérance e2 et	arrêter:

• Deux critères d’arrêt sont valides pour	la	majorité des	méthodes
d’optimisation à plusieurs variables.

• Rappelons que la	norme d’un	vecteur,	||x|| est donné par:
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Exemple

Minimiser f(x1, x2, x3) = (x1)2 + x1(1 – x2) + (x2)2 – x2x3 + (x3)2 + x3

Avec	le	point	de	départ
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Exemple

[ ]10000001)0(2)( 00 ++--+--+-=-Ñ= xd f

[ ]122)1(2)( 3232121 ++--+--+=Ñ xxxxxxxf x

[ ] [ ]101101 --=-=

[ ] [ ]101000 01 --×+= ax

Il faut maintenant trouver a0



Exemple

2)(4)( 0
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On met =0 et on résout:
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Exemple

[ ] [ ]101000 01 --×+= ax
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Exemple

On	choisit le	gradient	négatif comme prochaine direction	de	descente.
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Exemple
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On met à jour les données d’itération



Exemple
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Insérez dans la fonction originale et dérivez pour 
trouver a1:



Exemple

Mettre la dérivée = 0 et résoudre pour a1:
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Exemple

Calculez maintenant x2:
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Exemple
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Exemple
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Mettre la	dérivée =	0	et	résoudre
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Trouvez a2:



Exemple

Calculaler x3:
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Exemple
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Trouvez la	prochaine direction:



Exemple
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Exemple

x4 devient:
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Exemple
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La	prochaine direction	:



Exemple
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Trouvez a4:



Exemple

Mettre à jour	x5:
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Steepest	Descent	Example

Vérifions	le	critère	de	convergence sur ||Ñf(x5)||:
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Steepest	Descent	Example

Puisque ||Ñf(x5)||	= 0.0786,	est suffisamment proche de	0,	nous	
décidons d’arrêter.

Noter que la	réponse úû
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Est très proche de	la	solution obtenue
analytiquement [ ]111* ---=x


