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Astuce de modélisation en Programmation Linéaire



* Les problemes ne se présentent pas toujours sous une forme qui soit
naturellement linéaire.

* Toutefois comme la PL est une technique tres efficace, il est souvent
avantageux de « reformuler » un probleme de maniere a ce gu’il soit
linéaire.

* On présente donc ici quelques trucs et astuces en vrac...

* A noter que leur efficacité dépend de chaque solveur et de leur
capacité a effectuer un prétraitement sur les modeles.

* Cette section est tirée du chapitre 6 du livre AIMMS-modeling.



Valeur absolue

* Soit le probleme linéaire suivant (le signe : =signifie <= ou >=)

Minimize: Z CJ'|XJ'| cj >0
JeJ
Subject to:
zaijszbi Viel
JeJ
xj free

e La valeur absolue n’étant pas une fonction linéaire, il faut trouver une
maniere de s’en débarrasser...



Valeur absolue

* Pour ce faire on va remplacer chaque variable x; par deux autres
variables x;* et x; qui représente les parties positives et negatives de
chaque variable.

* Pour ce faire on applique la substitution suivante:

Xj = X;j—X;
x| = x7+x7
! x},x; 4 /

* Ce qui nous donne le modele suivant:

Minimize: > Ci(xT +x7) c; >0
JeJ
Subject to:
Zaij(xj—x])zbi Viel
JeJ



Valeur absolue

* La valeur optimale de ces deux modeles si pour chagque j au moins
une des deux valeurs de x;* et x;"est 0.

e Dans ce cas xj+ = X Si X; >= O et -Xi" = X Si X; <= 0

e Dans le cas ou X;"et x;” >0 pour un certain j,
— définissions d = min(x;* x), d est donc >0
— Soustrayons d de x;" et de x;’
— Ceci ne change enrien la valeur de x;=x,"- X’
— Mais la valeur de [x;| =x*+ x;” est réduite de 2d

— Ce qui contredit le fait que la solution était optimale, puisqu’il est possible de Ia
réduire de 2d.

* Sous quelle condition la technique précédente est-elle valide ?



Valeur absolue: un exemple

e La valeur absolue représente souvent une déviation (un écart positif
ou négatif) par rapport a une cible souhaitée.

* Prenons I'exemple d’une régression linéaire:

— On veut déterminer la droite qui permet le mieux possible d’expliquer un
ensemble de points (v, w;).

— Les coefficients de la droite sont donnés par a et b de sorte que w = av+b (a est
la pente de la droite et b est 'ordonnée a 'origine).

— Le probleme de la régression linéaire est posé comme suit:

Minimize: f(z)
Subject to:
w; =avj+b - z; vVjel]



Valeur absolue: un exemple

* Dans ce modele z représente la différence entre av;+b (la prédiction
de la droite) et w; (I'observation réelle). C’est en quelque sorte

I"erreur d’approximation par une droite.
A

Minimize: f(z2)

O, b L—"" . ° slope is a Subject to:

wj=av;+b - z; Vjiel]

» V

(0, 0)
* On minimise f(z), une fonction de I'erreur qui peut étre:

— La somme des carrés f(z) = Z z?
JeJ
— La somme des valeurs absolues f(z)=> |zjl
JeJ
— ’erreur maximale f(z2) = max|zj| ;

JeJ



Objectif minimax

e Considérer le modeéle suivant (le signe : = signifie <= ou >=)
Minimize: max > CkjXj
keK
J€J

Subject to:

zainj%bi Viel

jelJ

xj =0 Vje]

* Siparexempleona K=1{1,2,3} et)={1,2}alors 'objectif sera

— Minimiser  Max( ¢11X; + C15X5, Co1Xg + C35Xp, C31Xg + C3X))

* On retrouve ce type de probleme lorsqu’on veut réduire le pire cas,
comme 'erreur maximum, la violation maximale, etc.



Objectif minimax

* Encore une fois, on peut linéariser cet objectif en ajoutant une
nouvelle variable: la valeur du colt maximum:

* Toutefois I'opération max doit disparaitre, on doit donc plutot
introduire cette variable a travers des contraintes liantes nécessaires:

Minimize: z

Subject to:
Zaijszbi Viel
JeJ
Z CkjXj <2z Vk € K
JEeJ

xj=0 Viel]
* En minimisant z, on s’assure de minimiser les |K| objectifs. De plus,
on garantit que z est égal au maximum des colts (pourquoi ?)



Objectif fractionnaire -

 Considérons le modele suivant:

Minimize: (z CiXj+ (x) / (Z djx;+ B)
JeJ Jej
Subject to:
Z&LUXJ'%IOi Viel
JeJ
xj =0 Viel]

* |ci nous avons un ratio de deux termes linéaires, et tout le reste du
modele est linéaire. Il faut donc transformer I'objectif.

* On retrouve ce genre de modele lorsqu’on traite des données
financieres par exemple (taux de rendement).
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Objectif fractionnaire

* Encore une fois, nous introduirons des variables supplémentaires
afin de linéariser le modele.

— Supposons sans perte de généralité que le dénominateur soit positif (sinon il
faut inverser les inégalités)

— Nous utiliserons les variables t et y;defini comme suit: y; = tx;

* On substitue I'inégalité ci-dessous dans le modele originel.

t=1/(> djxj+p) mmmmp

JEJ

Minimize:

Subject to:

> cjxjt + ot
JeJ
Zaijxj%bi Viel
JeJ
Z dixjt+ Bt =1
JeJ
t>0
xj=0 Vjie]
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Objectif fractionnaire -

* Ensuite on multiplie chaque c6té des contraintes originelles par t
(t >= 0) et on réécrit le modele en terme de y; et de t (ou y; = tx;).

Minimize: > cjyi+at
Jej
Subject to:
Zaijyj 2 bit Viel
JeJ
Z diyi+pt=1
JjeJ
t >0
yi=z0 vVjiel]

* Finalement on permet a t d’étre >=0 plutét que >0 afin d’obtenir
un programme linéaire.

* Les valeurs de x; peuvent étre obtenus de la solution optimale en
divisant y; par t
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