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Restauration d’images Position du problème

Position du problème

Exemples
Présence de flou (exemple : sources ou détecteurs non ponctuels)
Imperfections de certains appareils d’imagerie

Hypothèses
Signaux et images échantillonnés
Dégradation linéaire invariante h(x1, x2) connue
g(x1, x2) = (h ∗ f )(x1, x2) + b(x1, x2) ; f , g de taille (M,N)

Dégradation h(x1, x2) : PSF à support fini (2K1 + 1, 2K2 + 1)
b(x1, x2) : bruit blanc gaussien sauf indication contraire

Modèle de convolution

g(x1, x2) =

K1∑
y1=−K1

K2∑
y2=−K2

h(y1, y2)f (x1 − y1, x2 − y2) + b(x1, x2)
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Restauration d’images Restauration comme problème d’estimation

Formulation du problème d’estimation

Approche
Détermination du modèle algébrique de formation des données
Application de la méthodologie générale pour l’estimation

Modèle algébrique de formation des données
f et g et b rangées dans les vecteurs f et g et b (par exemple,
parcours par colonnes)
Formulation matricielle : g = Hf + b

Caractéristiques importantes
H : structure très forte (creuse, bloc-Toeplitz à blocs Toeplitz)
f et g de taille MN
H de taille (MN,MN)
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Restauration d’images Restauration comme problème d’estimation

Choix d’un estimateur

Démarche générale
f et g de taille comparable : estimateur MAP
Critère MAP : J(f ) = (g −Hf )t(g −Hf ) + λf tMf

Forme de l’estimée : f̂ =
(
HtH + λM

)−1 Htg
Difficulté majeure : taille des matrices

Contraintes pratiques
Minimisation approchée (généralement itérative) du critère
Exploitation de la structure des matrices
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Minimisation itérative d’un critère quadratique Cadre général

Minimisation itérative d’un critère quadratique (1)

Hypothèses
Modèle : y = Hx + b ; x : inconnue à estimer
Critère des moindres carrés : J(x) = (y −Hx)t(y −Hx)

Algorithme

x̂ (i+1) = x̂ (i) + µv (i)

Convergence

Si v (i) convenablement choisi
Si µ choisi pour minimiser J dans la direction v (i)

x̂ (i+1) converge vers x̂
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Minimisation itérative d’un critère quadratique Cadre général

Minimisation itérative d’un critère quadratique (2)

Algorithme générique

Minimisation de J par rapport à µ dans la direction v (i)

µ =
v (i)tHt(y −Hx̂ (i))

v (i)tHtHv (i)

Algorithme

x̂ (i+1) = x̂ (i) +
v (i)tHt(y −Hx̂ (i))

v (i)tHtHv (i)
v (i)

Choix de v (i) ?
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Minimisation itérative d’un critère quadratique Application à la restauration d’images

Algorithme de Gauss-Seidel

Développement de l’algorithme Reconstruction G-S

v (i) = uk = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0)t

Seule la ke composante de x̂ (i) est modifiée

x̂ (i+1)
k = x̂ (i)

k +
ct

k(y −Hx̂ (i))

ct
kck

ck = Huk : ke colonne de H

Principales caractéristiques
Avantage : mise à jour de x̂ composante par composante
Inconvénient : calcul de Hx̂ (i) à chaque itération (possibilité de
simplification)
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Minimisation itérative d’un critère quadratique Application à la restauration d’images

Algorithmes de type ART

Développement de l’algorithme Reconstruction ART

v (i) = Ht
k,·
4
= rk transposée de la ke ligne de H

Si les lignes de H sont suffisamment orthogonales entre elles

x̂ (i+1) = x̂ (i) +
yk − r t

k x̂
(i)

‖rk‖2
rk

Principales caractéristiques
Mise à jour de toutes les composantes de x̂ à chaque itération
Calcul d’un simple produit scalaire
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Minimisation itérative d’un critère quadratique Application à la restauration d’images

Autres algorithmes

Utilisation du gradient du critère
∇J(x) = −2Ht(y −Hx)
v (i) = −∇J(x̂ (i)) : algorithme du gradient. Très lent
Gradient conjugué

meilleur compromis volume de calculs / vitesse de convergence
exploitation de la structure de H
préconditionnement : meilleure exploitation de la structure de H

Exemple
Voir démonstration demo_rest.m

Remarques générales sur l’ensemble des algorithmes
Extension possible aux critères régularisés
Extension possible aux critères convexes
Diverses techniques d’accélération de la convergence
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Reconstruction tomographique Présentation du problème

Tomographie à rayons X

Premiers tomographes (Hounsfield, années 1970)
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Reconstruction tomographique Présentation du problème

Tomographie à rayons X

Tomographes de première génération
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Reconstruction tomographique Présentation du problème

Reconstruction à partir de projections

Projection et rétroprojection : principe Approche analytique

c©1992-2008 R. C. Gonzalez & R. E. Woods
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Reconstruction tomographique Présentation du problème

Reconstruction à partir de projections

Reconstruction par rétroprojections : effet du nombre de projections

c©1992-2008 R. C. Gonzalez & R. E. Woods
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Reconstruction tomographique Présentation du problème

Reconstruction à partir de projections

Reconstruction par rétroprojections : effet de la complexité de l’objet

c©1992-2008 R. C. Gonzalez & R. E. Woods
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Reconstruction tomographique Transformée de Radon

Projections à rayons parallèles

Expression d’une projection

f (x1, x2)

p(x1)
Détecteurs

Sources

p(x1) =

∫
f (x1, x2)dx2

Rotation d’angle θ : pθ(r) =
∫

f (r cos θ − s sin θ, r sin θ + s cos θ)ds
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Reconstruction tomographique Transformée de Radon

Projection, rétroprojection, transformée de Radon

Expression d’une projection

pθ(r) =
∫∫

f (x1, x2)δ(x1 cos θ + x2 sin θ − r) dx1 dx2

Expression d’une rétroprojection

f (x1, x2) =

∫ π

0
pθ(r)|r=x1 cos θ+x2 sin θ dθ =

∫ π

0
pθ(x1 cos θ + x2 sin θ) dθ

Transformée de Radon

pθ(r) =
∫∫

f (x1, x2)δ(x1 cos θ + x2 sin θ − r) dx1 dx2

{
r ∈ R
0 ≤ θ < π

Reconstruction : inversion de la transformée de Radon ?
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Reconstruction tomographique Théorème de la tranche de Fourier

Théorème de la tranche de Fourier

Transformée de Fourier d’une projection

Pθ(ν) =
∫ +∞

−∞
pθ(r)e−2iπνrdr

Théorème de la tranche de Fourier

Pθ(ν) = F (ν1, ν2)|ν1=ν cos θ , ν2=ν sin θ

= F (ν cos θ, ν sin θ)
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Reconstruction tomographique Théorème de la tranche de Fourier

Théorème de la tranche de Fourier

Illustration

c©1992-2008 R. C. Gonzalez & R. E. Woods

Reconstruction
Utilisation directe du résultat : nécessité d’interpoler
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Reconstruction tomographique Rétroprojections filtrées

Reconstruction par rétroprojections filtrées

Résultat préliminaire

f (x1, x2) =

∫ π

0

∫ ∞
−∞
|ν|Pθ(ν)e2iπν(x1 cos θ+x2 sin θ) dν dθ

Interprétation

Projection filtrée : P̃θ(ν) = |ν|Pθ(ν)⇔ p̃θ(r) = (s ∗ pθ)(r)
Résultat fondamental :

f (x1, x2) =

∫ π

0
p̃θ(x1 cos θ + x2 sin θ) dθ

=

∫ π

0
p̃θ(r)|r=x1 cos θ+x2 sin θ dθ

f (x1, x2) : image rétroprojetée de p filtrée par S(ν) = |ν|
Yves Goussard (GBM6103A) Traitement d’images médicales II 12 novembre 2014 20 / 24



Reconstruction tomographique Rétroprojections filtrées

Reconstruction par rétroprojections filtrées

Limitations pratiques
Filtre en rampe S(ν) non physique
Rayons infiniment fins
Milieu à reconstruire f (x1, x2) continu
Projections pθ(r) disponibles pour tout (r , θ)
Bruit sur les projections ?
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Reconstruction tomographique Méthodes algébriques

Reconstruction par méthodes algébriques (1)

Approche de type estimation
Modèle : p = Hf + b
p : projections concaténées en un vecteur
H : matrice de projection aux différents angles

Méthode ART ordinaire Algorithme ART

Minimisation itérative d’un critère des moindres carrés

f̂
(i+1)

= f̂
(i)

+ α
pk − r t

k f̂
i

‖rk‖2
rk

Problème mal posé et pas d’a priori −→ divergence quand i →∞

Illustration
Voir film_noreg.avi
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Reconstruction tomographique Méthodes algébriques

Reconstruction par méthodes algébriques (2)

Méthode ART régularisée

Critère : J(f ) = (p −Hf )t(p −Hf ) + λf tf

Algorithme : f̂
(i+1)

= f̂
(i)

+ α
pk − r t

k f̂
(i) (

1+ λ
‖rk‖2

)
‖rk‖2 + λ

rk

Algorithme de Gauss-Seidel, critère régularisé Algorithme G-S

Algorithme : f̂
(i+1)

= f̂
(i)

+ α
ct

k [p −Hf̂
(i)
− λf̂

(i)
]

ct
kck + λ

uk

Nécessité d’utiliser la caractère creux de H

Autres méthodes et extensions
Algorithmes de descente basés sur le gradient
Pénalisation du critère par fonction L2L1

Approches en grilles de discrétisation hétérogènes
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Reconstruction tomographique Méthodes algébriques

Synthèse sur les différentes approches

Conditions de bon fonctionnement des méthodes de rétroprojection
Nombre de projections élevé
Nombre d’échantillons par projection élevé
Projections régulièrement distribuées de 0 à 180◦

Bruit faible

Autrement...
Nécessité d’utiliser des méthodes régularisées
Méthodes avec pénalisation non quadratique utiles pour obtention
d’images précises

Illustration
Voir film_regl2.avi et film_regl2l1.avi
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