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Chapitre 5

Concentration de Maillages

5.1 Motivation

La répartition des lignes de maillage obtenue par la solution du systéme elliptiquedu
chapitre précédent, Eqs 4.34, dépend essentiellement sur la forme des frontiéres. Avant
d’aborder les méthodes de controéle de ces mailles, on présente une discussion qualitative
sur le comportement des équations de Laplace a la base de ces techniques de maillage.

En général, si la courbure de la e
frontiére n’est pas trop prononcée, /
les équations de maille auront ten- [ {[ /[ /L[/ // [

dance a distribuer les noeuds de
maillage uniformement et régulie-
rement a 'intérieur du domaine tel

qu’illustré a la Fig. 5.1.

Ceci est la conséquence des pro-
priétés de lissage de l'opérateur £
présenté au Chapitre 4.

0? 0? 0?
L = Oéang + 24 onor + 787'2 FIGURE 5.1 — Maillage el-
liptique régulier

Cependant, on note dans I'exemple ci-dessus que dans le voisinage des bords d’attaque
et de fuite les lignes de maillage ont tendance a s’approcher /s’éloigner de la frontiére.
Ceci est di aux fortes variations de la courbure.

Ce comportement ou l’espacement augmente ou diminue, selon la concavité ou
convexité de la paroi est explicitement illustré a la Fig. 5.2.
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70 CHAPITRE 5. CONCENTRATION DE MAILLAGES

De facon générale, ce n’est pas le comportement attendu dans ces situations.

MMMIUIMUINNNI
(a) Frontiére convexe (b) Frontiére concave

FIGURE 5.2 — Comportement des lignes de maillage dans le voisinage de fortes courbures

Une autre illustration de l'effet des frontiéres sur les lignes de maillage apparait
lors d’une distribution non-uniforme des noeuds sur les frontiéres tel qu’illustré a la
Fig. 5.3, ou on déplace les noeuds de la discrétisation vers un des bords. Alors, deux
comportements sont possibles.

(a) Discrétisation uniforme

(b) Les lignes de maille sont tirées (¢) Un terme, proportionnel & la
dans la direction de la concentra- concentration appliquée sur le bord,
tion, en s’atténuant vers l'intérieur force solidairement les mailles, et
du domaine sans déformation

FIGURE 5.3 — Différents effets de la concentration sur les bords
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5.2. EQUATIONS DE MAILLE DE POISSON 71

Ceci représente une situation ot I’'on souhaite concentrer les lignes de maillage vers
I'une des frontiéres. Cependant le maillage a l'intérieur ne suit pas la concentration
imposée sur les bords et ’espacement s’aligne avec celui d’une distribution uniforme.
Alors, la concentration a tendance a s’uniformiser vers l'intérieur du domaine, ce qui
n’est pas nécessairement ['effet recherché.

Il est souhaitable de pouvoir controler le maillage et en particulier, il est souvent
nécessaire de concentrer le maillage a certains endroits, o1 bien d’aligner les lignes du
maillage sur le phénomeéne que 'on veut analyser. Les sytémes d’équation de Laplace
possédent de bonnes propriétés de lissage et de conformité aux frontiéres, mais pour
des géomeétries irréguliéres (fortement concaves ou convexes) les lignes de maillage se
comportent inversement & ce qui recherché. Et, il n’est pas suffisant de déplacer les
noeuds frontiéres pour obtenir un contréle ou alignement car les mailles & 'intérieur
ne suivent pas.

5.2 Equations de maille de Poisson

La nécessité d’'un mécanisme simple s’impose pour controler la distribution des
noeuds de mailles, soit pour corriger les comportements évoqués a la section précédente,
soit pour infléchir les lignes de maillages dans des situations générales. Pour obtenir un
tel controle, on modifie le modéle de base, Eqgs. 4.28, en ajoutant un terme forcé qui le
généralise a un systéme de Poisson :

Vi =P i=1,2,3 (5.1)

En dimension 2, 7 = 1,2, en utilisant la notation 1 = z,y1 =y, et &L =1, &€ =71
donne pour Eq. 5.1,
Vi = Q
5.2
Vir = R (5:2)

Ce nouveau modeéle de maille n’est plus homogéne, et les termes forcés, () et R font
en sorte qu’il ne posséde pas les mémes caractéristiques que le modéle de Laplace.

On reformule le probléme thermique en un modéle de Poisson ou les isothermes
(lignes de maillage) sont déviés par la présence de ces termes qui deviennent le méca-
nisme de controle recherché. On résoud le systéme Eqs 5.2 avec les conditions frontiéres
illustrées a la Fig. 5.4.
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72 CHAPITRE 5. CONCENTRATION DE MAILLAGES

(a) Vn=Q (b) V2r =R

FIGURE 5.4 — Formulation du probléeme de maille par I’analogie thermique
Suivant la méme démarche que présentée au chapitre précédent, on transforme
I’équation de Poisson en équation de maille en inversant les variables dépendantes
(n,7) et les variables indépendantes (x,y). On applique un changement des variables
dépendante et indépendante, pour exprimer les coordonnées physiques x et y en fonc-
tion des variables paramétriques 7 et 7. La démarche est celle décrite aux Sections 4.2
et 4:3, et schématisée ci-dessous :

T =7(1,Y) r=x(n,7)
n=n(z,y) y=ynT)
Vin=Q L(z) = —J*(Qx, + Rx,)
i
Vir=R :> L(y) = —J*(Qy, + Ry-)

ou 'opérateur V? (Laplacien) devient £ (Poisson), et aprés un dévelopement donné en
Annexe, on obtient les relations suivantes pour qui expriment les variables physiques

x=z(n,7)ety=uy(nr),
ATy + YTy — 282y, = —J*(Qm, + Rx,)
Yy + YYrr — 2/8y777' = _J2 (Qyn + RyT)
ou, comme défini précédement aux Eqs. 4.27,
a = z.2+4y?
_ 2 2
V= It (5.3)
6 = ITnTr + YnYr
J = TnYr — TrlYy
Tout comme le probléme basé sur le modéle de Laplace, on compléte le systéme de
Poisson avec un ensemble de conditions frontiéres imposées sur le bord du domaine I'.

©Ricardo Camarero, 2024 MEC6212



5.2. EQUATIONS DE MAILLE DE POISSON 73

Celui-ci comprend, en dimension 2, de quatre cotés, I'y pour n = 1y, I's pour n = 1y,
I's pour 7 = 7 et I'y pour 7 = 7». On impose les valeurs d x et y le long des quatre
bords I';—1.4 données sous forme paramétrique ci-dessous.

Frontiére I'; : Frontiére I'5
Yy = f2(7717 T) Yy = h2<777 Tl)
v = film,7) r = hi(n,1)
Frontiére I'y Frontiére 'y
y = g2(n,7) y = q(n,7)
r = gi(n,T) r = q(n,72)

Avec des termes forcés, (Q et R, on peut en principe, atteindre le résultat recherché.
Cependant, il n’est pas possible de prédire a priori le type, ni le niveau de 'effet d’un
terme forcé donné. A cause du fort couplage entre les équations, il est difficile de
séparer l'effet de termes forcés sur chacune des familles de coordonnées. Acquérir ce
type d’expertise nécessite une certaine familiarité qui découle de nombreux essais et
erreurs.

MEC6212 ©Ricardo Camarero, 2024



74 CHAPITRE 5. CONCENTRATION DE MAILLAGES

5.3 Choix des termes forcés
Intuitivement, on constate que selon les choix des fonctions P;, le maillage peut étre
concentré, par exemple,
— P, > 0, concentre les points dans le sens de &

— P; <0, concentre les points dans le sens contraire de &

(a)Pi>O

FIGURE 5.5 — Effet des termes forcés

De fagon plus spécifique, on obtient une concentration des lignes de maillage vers
une ligne ¢ = &; par un terme forcé, P, dont 'amplitude est proportionnel a la distance
entre les noeuds du maillage et la ligne :

P = —asign(& — &)e Vel (5.4)

Le résultat est illustré a la Fig. 5.6.

FI1GURE 5.6 — Concentration vers une ligne

©Ricardo Camarero, 2024 MEC6212



5.4. CONCENTRATION DES MAILLES 75

Similairement, on peut construire un terme forcé qui attire les courbes de coordon-
nées vers un noeud,

P = —asngn(g — gi)efb\/ (6=&)?+(r—15)2 (55)

qui donne le résulat de la Figure 5.7.

FIGURE 5.7 — Concentration vers un noeud

5.4 Concentration des mailles

Afin d’obtenir un contréle sur les lignes de coordonnées plus direct qu’au travers de
termes forcés, propose une approche ou on sépare formellement la démarche en deux
étapes. La concentration du maillage et la transformation vers le domaine physique
sont scindées en deux opérations distinctes, tel qu’illustré ci-dessous :

‘Espace paramétrique ‘:>‘ Espace concentré ‘:>‘ Espace physique‘

(n,7) = (1, p) — (y, )

D’abord, la concentration du maillage, (n,7) = (¢, p), est effectuée dans I'espace
paramétrique a ’aide de la transformation analytique ou algébrique :

¢ = @/}(77’7')
p = pn,T)

Le maillage "régulier cartésien" ainsi concentré est ensuite adapté aux frontiéres du
domaine physique (1, p) = (x,y), par les équations de maille :

MEC6212 ©Ricardo Camarero, 2024



76 CHAPITRE 5. CONCENTRATION DE MAILLAGES

L(z) = 0
L(y) = 0

L’enchainement de ces deux étapes est illustré graphiquement a la Figure 5.8.

N~

FIGURE 5.8 — Enchainement de la concentration et de la transformation

Pour transformer I'espace concentré (1, p) suivant la démarche basée sur 'analogie
thermique du Chapitre 4, on pose le modéle,

Vi) = 0
Vip = 0

En reprenant ’analogie thermique, on ne cherchera pas ici & exprimer la "tempé-
rature" en un point du domaine, mais & exprimer les coordonnées d’un point dont les
"températures" sont 1); et p;. Pour résoudre le systéme, c’est-a-dire obtenir les couples
(i ;,vi;), il faut donc inverser les équations différentielles, en reproduisant le schéma
utilisé pour le mailleur basé sur le modeéle de Laplace.

Le développement sera fait en dimension 2 pour alléger les manipulations, la gé-
néralisation en dimension 3 ne pose aucun probléme. Il faut tout d’abord exprimer le
laplacien V2 en fonction du laplacien V2.

On exprime les dérivées de ¢ et p par 'application de la régle de dérivation en
chaine. Pour la dérivée premiére :

z/}:1: = wnnx_'_w‘rTx
@Z}y = ¢nny+¢77y

Pour les dérivées secondes, on applique la dérivation en chaine comme suit,

(5.6)

©Ricardo Camarero, 2024 MEC6212



5.4. CONCENTRATION DES MAILLES 7

et de fagon similaire pour la dérivée par rapport & y, on obtient,

¢yy = %n??f, + 21/}777773/7_34 + 1/’77-7'; + ¢n77yy + ¢7—Tyy

et, en répétant pour la variable p, cela donne :
Doz = Pyl + 200 NuTe + ProTe + Pyles + PrTas
Pyy — Pmﬂ?; + 2PmT}yTy + pTTTyZ + Py + PrTyy

Alors, les opérateurs des Eqgs. 5.6 deviennent :

V3 = VY (773% + 7773) + 22/)177(7717'1 + nyTy) + 2/177(73? + 7'5)

Uy (Nex + Nyy) + Yr(Ta + Tyy) (5.7)
= 0
vzp = P (772 + 772) + 2pm-(77x7'a: + 77y7—y) + PTT(TQ? + Tyz)
0 (Maae + Myy) + Pr(Taz + Tyy) (5.8)
= 0
Ce qui donne,
|: 1?7777(773 + 7732,) + 2¢UT(T]CETLE + 77y7'y) + ¢TT(7'12 + Ty2> :| - _ [ W; 7/}7' :| |: 77:6:1: + 77yy :|
Pnn(ng + 77;) + 2pT]T(nsz + TIyTy> + pTT(Tg? + T;) IOn PT Tex + Tyy
_ Nez + Ty
" [ Tex T Tyy }
[ Uy e } [ Naw + Tyy 1 _ { Vo (02 4 02) 4 20 (0o + My7y) + Vrr (72 + 72) }
Py Pr Taex T Tyy Pn (772 + 77;) + 2pnr(77x7—x + 77y7—y) + pTT(TxQ + T;)

Avec les définitions suivantes :

G = o(,p) [ Uy Ur ] 59
om.7) Py Pr ( )
et,
0? 0? 0?
=09 T an0r T o (5:10)
MEC6212
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78 CHAPITRE 5. CONCENTRATION DE MAILLAGES

les Eqgs. 5.9 se simplifient,

g { Tox T Tyy ] J? | Lp (5.11)
ou,
|: Tea + Tyy :| J? £)0 (5 )
et en explicitant cette équation vectorielle,
Vi o= —9 Ly
J? 5.13
Vir = —gJ—;Cp (5-13)

Le résultat de cette transformation s’interpréte comme 'ajout d’un terme forcé aux
équations de Laplace qui deviennent un systéme de Poisson.

La deuxiéme étape consiste a transformer cet espace concentré vers un espace adapté
qui épouse les frontiéres du domaine physique. On réalise cette transformation en in-
versant les variables dépendantes et indépendantes. Le passage de n(x) vers x(n) est
obtenu par les relations entre les dérivées premiéres en dérivant la relation fonctionnelle
x = x(n,T) z,, par rapport & = et y donnant,

= Iyl + 27y
= Tyhy + LTy
= Ynly t YTy

_ o O

Ces équations peuvent étre simplifiées sous la forme suivante :

Ty 7 Ne My | _ |10
y"] y’T ’ T;Ij Ty o O ].
JJI' =1
ou
g =0y _ ["”n f} 5.15
o) Yn Yr (5.15)
_ 9,7 Nz Ty
K =3y = [n Ty} (5.16)
K =J7! (5.17)
(5.18)
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5.4. CONCENTRATION DES MAILLES 79

et,

J= det(J) = (any,r - xTyn) (5.19)
K= det(K)=(n.my — Tamy) (5.20)

Ces matrices représentent les jacobiens des transformations. Toutes les dérivées
premiéres de n(x) peuvent étre exprimées en fonction des dérivées de x(n), grace a cette
équation. Pour passer aux dérivées secondes, il faut encore dériver les deux premiéres
équations de Eqs. 5.14 par rapport a x, et les deux derniéres et par rapport a .

(xn)xn:c + TyNaa + (337-):07_:0 + T Tan

(Yn)aNe + YNz + (Yr)aTo + YrTaw (5.21)
= (Tn)yy + Tty + (Tr)yTy + TrTyy '

(Yn)yMy + Yntyy + (Yr)yTy + YrTyy
= Tyl + 280 aTe + TrrTo + Tyllae + TrTaa
Y2 + 2YnrNaTe + YrrT2 + Ynlow + Yr Taa
= xnnng + 2y Ty + xTTT; + T Tyy + Tyllyy
0 = ?Jnnﬁf, + 2y7777]y7_y + yTTTy2 + YrTyy + YUnTyy

Finalement, aprés simplification, en combinant les premiére et troisieme équations,
et les deuxiéme et quatrieme de Eqgs. 5.21, on obtient,

o O OO

coo
Il

(5.22)

(xnn(n:% + 7732,) + 2y, (MaTe + NyTy) + xTT(Tg? + T;)) = —Iy (Nza + 77yy) + 2 (Tpe + Tyy)
(yﬂn(nazc + 7733) + 2y777 (779[;7‘1, + 77y7_y) + yTT(Tur2 + 75)) = Yy (770[:96 + 77yy) + yT(sz + Tyy)
qui se reécrit sous forme vectorielle,
B Mot he b I ER R Loe "
y7777<77926 + n;) + 2:%77-(773;7—9; + nyTy) + yTT<Tx2 + Ty2) yn Yr Tex + yy

Le membre de droite est le terme forcé provenant de la concentration et, & ’aide
de Egs. 5.9, donne

Ty (2 + 775) + 22, (NeTe + MyTy) + Ter (T2 + Tj) B g_*l Ty Ty L 5ba)
24 02) + 20 (Mo +yTy) F Y (TEHTE) | 2 Lp~
ynn(nx + 77y) + 2Ynr (N Tz + Ny Ty Yrr\Ty y Yn Yr
En adoptant les notations suivantes afin de simplifier les expressions,
J = det(J)
1
a = mp+my =5+ )
1
B = MNaTe + NyTy = ﬁ(xnxT + ynyT)
1
v o= T§+T; = ﬁ(%%erz)

MEC6212 ©Ricardo Camarero, 2024



80 CHAPITRE 5. CONCENTRATION DE MAILLAGES

on obtient,
Lzx . 1 Ew

{ Ly } = Y { Lp } (5:25)
_ l 3777 Tr Pr _¢T £¢
a G[y,, yT][_pn Uy }{Ep] (5:26)

ou
92 2 2

L= 048772 + 2687787’ V52 (5.27)

m?m _ .’177-77 Lrr — l 3777 Zr pT _¢T wnn o wﬂ'n
a{ynn} zﬁlym}ﬂ[%f} G{yn yT}{_Pn (e ](a{pnﬂ] 2B[pm
(5.28)

La forme finale des équations générant un maillage elliptique concentré est la suivante :

o l xn Tr Pr _¢T
b= G [ Yn  Yr ] [ —Pn Uy ]ﬁd} (5:29)

Introduire la concentration & un mailleur de type elliptique ne modifie donc que
peu la forme du systéme a résoudre. Cela consiste & ajouter un terme source. Ceci
assure que ce type de générateur de maillage hérite des bonnes propriétés du systéme
elliptique.

5.5 Synthése des équations de maille

Equation de Laplace :

ALy + YTrr — 282, = 0
Wy + VYrr — 28Ypr = 0

Equation de Poisson généralisée :

ATy + Vo — 202y, = —J? (Qz, + Rx.)
Yy + YYrr — 2/8y777' = _J2 (Qyn + RyT)

Equation de Poisson avec concentration découplée par direction :

ATy + YTrr — 202y, = a%xn + v%m
n T
& Prr

O‘ynn + YYrr — 25yn’r = afyﬂ + v Yr
n T

©Ricardo Camarero, 2024 MEC6212
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5.5.1 Exemples

Q=0, R=20

AN

[]]]

/.

|
|
| —1
| —T

/

Q=20, R=0

]
7
y—
7 7

L S S - T Sy S— -

....... il

. e

==
S

o

[AVAY
e
=
Eewe
N\

o
%

s
DS
e
S
N

D
NN

o
NN

\\\
‘-‘
A\

B-G-O-O-0-D-O-d-d-d & h

MEC6212

A\
A\

1] [
P4 /7
ueeeeeeeeezu'.'.

N\
_an

\ Ny
TR
il

J
N
""/3'

R
]
i
"" i

Il

)

)
i

©Ricardo Camarero, 2024



82

CHAPITRE 5. CONCENTRATION DE MAILLAGES
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On compare deux techniques de concentration vers un point,
1. terme forcé volumique : Eq. 5.5

2. application d’une concentration sur les bords opposés de chaque paire de cotés
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Bl =i —o—0-0-0000-0-0—0—
q D

a D &k D
q D & 9
q D @ 9
d > * )
: S 3
q D q p
q p q D
q ) q D
q p

R e —6—0-0-6000-0-0——

FIGURE 5.9 — Comparaison de deux techniques de concentration vers un point
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71
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(a) Répartition uniforme de 10 points, sans concentration
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(b) Modification du nombre de points de 10 & 15 sur la bosse, avec une
concentration vers les extremités avec un facteur de .5

FIGURE 5.10 — Maillages Winslow avec differentes concentrations
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