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Chapitre 4

Maillages elliptiques

4.1 Maillages curvilignes

La génération d’un maillage curviligne consiste a calculer, a l'intérieur d’un do-
maine physique donné, borné par quatre courbes (2d) ou six surfaces (3d), le lieu d'un
ensemble ordonné de courbes (surfaces) de coordonnées curvilignes qui quadrillent cet
espace. Pour un probléme de dimension deux, celles-ci constituent deux familles de
courbes le long desquelles un parameétre est fixe tandis que l'autre varie de fagon mo-
notone. Similairement, en dimension trois, les coordonnées cuvilignes sont représentées
par trois familles des surfaces sur lesquelles un paramétre est fixe, tandis que les deux
autres varient indépendamment. Sur chacune de ces surfaces de parameétre fixe, reposent
deux familles de courbes qui représentent un probléme a deux parameétres. Lorsque 'on
fait coincider la premiére et la derniére courbe (surface) de cet ensemble avec les fron-
tieres correspondantes du domaine physique, le quadrillage qui en résulte est appellé
un maillage adapté ou conforme aux frontiéres.

Les concepts de base de ces maillages curvilignes adaptés aux frontiéres ont été
présentés aux Chapitres 2 et 3, ainsi que quelques techniques pour leur génération.
Ces méthodes ont des limites qui ont été soulignées au Chapitre 3. La plus importante
étant la possibilité que les lignes de maillage quittent le domaine, ou se croisent. Afin
d’éviter ces situations, on présente dans ce chapitre une approche différente, basée sur
la solution de systémes d’équations différentielles de type ellitique.

Cette classe de techniques atteignent leur objectifs en exploitant les propriétés min-
max bien connues qui caractérisent les sytémes elliptiques. Plus précisement, ces sy-
témes garantissent que les lignes de chaque famille de maille varient de facon monotone,
d’une courbe (face) vers la courbe (face) opposée du rectangle topologique. Ceci découle
du fait qu’un extremum ne peut étre atteint que sur le bord du domaine. Egalement, de
tels systémes possédent des propriétés de lissage qui empéchent la propagation et/ou
la présence de discontinuités a l'intérieur du maillage. Enfin, ils garantissent 1'unicité
de la solution, c-a-d du maillage.
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48 CHAPITRE 4. MAILLAGES ELLIPTIQUES

4.2 Modéle d’équations de mailles

Les équations différentielles de type elliptique ont les propriétées permettant de gé-
nérer des solutions qui peuvent jouer le role de coordonnées curvilignes comme présenté
a la Section précedente. Il existe plusieurs fagons de dériver de telles équations pour ce
type de modéle.

On propose 'analogie suivante : soit un domaine physique borné par quatre cotés,
on pose qu’une famille de lignes de coordonnées curvilignes peut étre représentée par les
lignes d’isothermes du champs de température obtenu en posant deux cotés opposés
a un différentiel de température et les deux autres & une condition adiabatique tel
qu’illustré a la Fig. 4.1. La solution de ce probléme de conduction de chaleur donne un
champ de température dont les isothermes sont des lignes de coordonnées curvilignes.
La deuxiéme famille de lignes de coordonnées est obtenues en inversant les conditions
frontiéres de ce probléme thermique.

y

(a) Famille n (b) Famille 7

FIGURE 4.1 — Formulation d'un probléme elliptique pour la génération de coordonnées
curvilignes

Formellement, on pose la premiére famille de lignes de coordonnées a n = cste, et
la seconde & 7 = cste. A partir de 'analogie ci-dessus, les coordonnées 7 représentent
les isothermes correspondant aux conditions frontiéres du premier probléme thermique
de la Fig. 4.1. Ces isothermes sont obtenus par la solution du systéme différentiel de
Laplace suivant :

Vi =0 (4.1)

Similairement, en inversant les paires de cotés qui sont adiabatiques avec les cotés
posés a un différentiel de température, on obtient la famille de coordonnées T par

la solution du deuxiéme probléme thermique, Eq. 4.2, correspondant a la deuxiéme
Fig. 4.1.

Vir=0 (4.2)

©Ricardo Camarero, 2024 MEC6212



4.3. INVERSION DES VARIABLES 49

On compléte le probléme avec les conditions frontiéres sur le bord du domaine
composé de quatre cotés identifiés par I'y (n = m), I's (n = m2), I's (1 = 1) et [y
(T =T9).

Frontiére Variable n Variable 7
Iy n(xz,y) =0 | Or(x,y)/On =0
Iy n(xz,y)=1|07r(z,y)/On =0
T3 On(z,y)/On =0 T(z,y) =0
[y on(z,y)/on =0 T(z,y) =1

TABLE 4.1 — Conditions frontiéres des problémes a valeurs aux frontiéres Eqs. 4.1 et
4.2

Ainsi, le probléme de génération de systéme de coordonnées adaptées aux frontiéres
a été transformé en la résolution de deux problémes différentiels a valeurs aux frontiéres.
Etant elliptiques, la solution a ces équations (les coordonnées curvilignes) vérifient les
conditions suivantes :

— unicité

— pas de croisement des lignes de maille entre elles, ni avec les frontiéres),
— régularité et sans discontinuités,

— monotonicité.

L’extension & la dimension trois est directe en remplacant par un probléme sur
un volume borné par six faces. Les conditions frontiéres sont deux faces posées a un
différentiel de température, et les deux autres paires sont adiabatiques. Ce qui donne
une troisiéme famille représentée par un troisiéme probléme thermique.

Vi =0i=1,2,3 (4.3)

otl les &' représentent les trois familles de coordonnées 7, 7 et £, et ’équation de Laplace
s’écrit en dimension 3,

ve0 0,0 (4.4

4.3 Inversion des variables

Pour des géométries quelconques, ces équations ne peuvent étre résolues que par
des méthodes numériques. Par ailleurs, il n’est pas pratique d’aborder le probléme ainsi
formulé car on doit discrétiser le Laplacien, ce qui nécessite un maillage dans le do-
maine physique. Hors, c’est précisement le probléme de départ !

MEC6212 ©Ricardo Camarero, 2024



50 CHAPITRE 4. MAILLAGES ELLIPTIQUES

Cette difficulté est contournée par I'inversion des variables dépendantes et indépen-
dantes du probléme, ce qui donne un systéme dont les inconnues sont les coordonnées
physiques z et y. C’est-a-dire que le probléme ne sera pas résolu dans l’espace phy-
sique mais plutdt dans I'espace des "températures" ou plus formellement 'opérateur
V2 est transformé de l'espace (z,y) vers l'espace (n,7), I'espace paramétrique. En
s’appuyant sur I'analogie thermique, cette méthode revient a chercher le point (z,y)
de I'espace physique correspondant & 'intersection des isothermes (n, 7). Donc, plutét
que de chercher les lignes de coordonnées comme des fonctions des variables carté-
siennes, soit n(x,y) et 7(x,y), la solution est obtenue dans 'espace paramétrique, soit
x(n, ) and y(n, 7), et les variables d’espaces sont exprimées comme des fonctions des
coordonnées curvilignes, soit x(n, 7) et y(n, 7).

La dépendence fonctionnelle 7j(X) est inversée vers X(77), avec X représentant x,y,
en appliquant les régles de dérivation en chaine,

0 90y 9 or

~- - = - 4.
ox an8x+87'8x (45)
o  don dor

ay ~ onoy oroy (4.6)

aux équations de maille, les Laplaciens Eqs. 4.2 et 4.1. Ce changement de variables est
obtenu en dérivant = = x(n, 7) et y = y(n, 7) par rapport a x et y. Ce qui donne,

1 = %77:5 + LrTy
0 = YnNx + YrTy
4.7
0 = ayny + a7y (4.7)
1 = YnMy + Yr Ty
On écrit sous la forme
Ty Tr Nz My _ 10 (4.8)
Yn Yr Te Ty 01 ’
JK = T (4.9)
ou,
_ =y _ | Tn Tr
J = ) = { — } (4.10)
_0mr) | N My
’C - 8(]},3/) - |i 7—1: Ty :| (411)

Pour exprimer les relations entre les deux repéres de coordonnées 7j(X) et x(7), les
équations du systéme 4.7 sont résolues, donnant,

©Ricardo Camarero, 2024 MEC6212



4.3. INVERSION DES VARIABLES 51

Ty = Ty/K
r, = —n,/K
y, = —To/K (4.12)
Yr = nm/K
J = 1/K
ou
J= det(T) = (vqyr — o1 (4.13)
K= det(K)= (n7y — Tany) (4.14)

Avec ces relations, toutes les dérivées premiéres de 1 et 7 par rapport & x et y sont
exprimées, et vise et versa. Pour obtenir les dérivées secondes qui apparaissent aux
Eqgs. 4.2 et 4.1, on répéte ce développement, et la dérivation en chaine est alors appliquée
al’Eq. 4.7 . Dérivant les deux premiéres équations par rapport a x, et les deux derniéeres
par rapport a y donne,

O = (yﬁ)xnx + yﬂnxx + (yT)xTx + erm (4 15)
0 = (2)yny + Tylyy + (T7)yTy + T:7yy .
0 = Wn)yNy + Untyy + (Yr)yTy + YrTyy

On dérive les termes entre les parenthéses,

= "Evmnaz: + 22 e T + xTTTmQ + TyNee + TrTas
Yol + 2YyraTe + YrrTo + Ynlew + YrTua (4.16)
Lol + 2T ety Ty + Ter Ty + BTy + Tylyy '
= ynnnz + 2y77‘r77y7—y + yTTT; + Yr Tyy + YnTyy
Pour exprimer I’équation de maille en fonction des nouvelles variables dépendentes
x et y, les premiére et troisieme équations, et les deuxiéme et quatrieme équations du
systéme d’Eqs. 4.16 sont additionnées, respectivement. Ce qui donne,

o O O O

O+ 1) 4 2rge (T 4 ) + 0 (7 7))

+ TNz + Nyy) + Tr(Taw + Tyy) =0 (4.17)
W2 +02) + 20 (0uTe +0y7y) + Yrr (72 + 72)
+ YN + Nyy) + Yr (Tew +7yy) =0 (4.18)

ou bien,

l’nn(ﬁfc + 77;) + 255717(77907':1: + 77y7—y> + 5677(73 + Ty2) }
ynn(ng + 775) + 23/777-(773:7'x + 77y7'y) + y‘r-r(Tx2 + Ty)

e allny)
yn Yr Trx + 7—yy
(4.19)

MEC6212 ©Ricardo Camarero, 2024



52 CHAPITRE 4. MAILLAGES ELLIPTIQUES

Utilisant les relations des Eqs. 4.12, les coefficients de la matrice de transformation
s’expriment en fonction de x et y, ou bien en fonction 7 et 7, donnant,

Sz +my) = (22 +y2)
_J2(77x7'z +ny7y) = (T + Ypyr) (4.20)
JH2+1)) = (22 +yp)

On substitue dans Eqs. 4.17, donnant,
Lo (7 + Y2) + 220 (T + Yyyr) + 9577(95727 + yi) ]

Yo (@2 Y2) + 2y (g + yoyr) + Yo (2 ) | (4.21)
_g2| Tn Er Nax + Ny ]
Yn Yr Tex + Tyy

Puisque (74 + 1yy) = 0 et 7y + 7y, = 0, alors,

T (2 + Y2) + 2207 (007 + Ynyr) + T (2] +42) = 0
2 2 2 2 (4.22)
Y (27 + Y7) + 2ynr (TnTr + Yynyr) + yTT(wn + yn) =0
Finalement, le systéme 4.21 se simplifie pour donner,
Lnn Ly Lrr | _
« +2 + =0 4.23
RSl Eal g )
Ce qui peut étre reformulé en utilisant la notation,
Lx =0 (4.24)
ou L, appelé opérateur de Winslow, s’exprime comme :
0? 0? 0?
L= +2 + 4.25
&8n2 687787’ Tor2 ( )
et,
x
] (420
avec,
a = (a7+y7)
B = (w2 + yyyr) (4.27)

v = (¥ +y)

4.4 Equations de mailles elliptiques

Les développements de la section précédente peuvent étre généralisés pour obtenir
I'inversion des équations de mailles. Plus formellement, les coordonnées curvilignes &'
avec &8 = 7 et €2 = 1, sont générées par le systéme,

Vi =0 i=1,2 (4.28)

©Ricardo Camarero, 2024 MEC6212



4.4. EQUATIONS DE MAILLES ELLIPTIQUES 93

On compléte avec un ensemble de conditions sur les frontiéres I' du domaine. Ceci
comprend quatre cotés identifiés par 'y, I's, I's et ['y, et coincident avec n = n; pour
I'y n=mny pour I'y, 7 =7 pour I'3 et 7 =7 pour I'y.

TABLE 4.2 — Conditions frontiéres généralisées.

Frontiere Variable &! Variable &£
I ¢Ha,y) =0 | 06%(z,y)/On =0
Ty §Ha,y) =1 08%(z,y)/on =0
Iy | 0¢H(w,y)/0n =0 & (z,y) =0
Iy | 0¢H(z,y)/0n =0 Ela,y) =1

Tel que formulé, les Eqs. 4.28 expriment les lignes de coordonnées en fonction des
variables de I'espace cartésien, '(x;). On obtient les lignes de coordonnées en fonction
des variables paramétriques, x;(£7), par un changement de variables obtenu par la
dérivation en chaine

0 o 0¢
= — 4.29
appliqué au sytéme 4.28 écrit sous forme différentielle
2 .
oAl .
) 5t 0 1=1,2 (4.30)
j=1
Ce qui donne, en dimension deux,
2 2
: 8233'1
V—©==0 l=1,2 4.31
2,2 agiag | .

ouxy =xetxy=1y,et
2 o0\ 2
o = (%) +(3)

2 2
g = (2) +g%) (4.32)

xr Oz 0
et les coeflicients de la matrice de transformation sont obtenus de
9; = g»n/g
g = Jn / g
4.33
912 = —912/ g ( )
g = det(gij)

Des conditions de type Dirichlet sont imposées a la variable ; = z;(£') le long de
&' =0et &' =1, et a la variable x; = 2;(£") le long de &' = 1, x; = z;(&").

MEC6212 ©Ricardo Camarero, 2024



o4 CHAPITRE 4. MAILLAGES ELLIPTIQUES

De facon semblable, en dimension 3, le systéme 4.31 devient,
3

> 0%z
E E g EIE 0 1=1,3 (4.34)

=1 i=1
ouzT| =2, T9=yetrg=2

or \ >
g = 3_51 +

or \ >
G22 = 8_£2 +

oz \* dy 2 0z \°
P —_— 4.
gs3 (a§3> +(—a§3> +(8§3> (4.37)
Or Or Oy 0y 0z 0z

% = peige tpeiog T o oe (438)
Or Or Oy Oy 0z 0z
_ 9z 0z Oy 0y Oz 0z 4.
95 = P T ocioe T ogi og (4.39)
Or Or Oy Oy 0z 0z (4.40)

9 = perop togae * oo
L’inverse de la transformation donne, pour les coefficients g%,
Gi1 = g22933 — (923)2 (
Gy = gugss — (913)° (
Gz = g11ga2 — (912)2 (
Gy = (13923 — 912933 (4.44
Gs = ¢12923 — 913922 (
Ge = 912013 — g11923 (
Ce qui donne, avec g = det(g;;),

gt = Gi/g
922 _ Gz/g
g33 — GB/Q
912 — G4/g
g = Gs/g
923 = Gs/y

Ces relations constituent un systéme d’équations couplées et nonlinéaires, compre-
nant une équation pour chacune des variables de l’espace physique. La solution, avec
les conditions frontiéres appropriées, donne la transformation recherchée, de 'espace
paramétrique &, vers le domaine physique ;.

©Ricardo Camarero, 2024 MEC6212



4.5. DISCRETIZATION DES EQUATIONS DE MAILLES 55

4.5 Discrétization des équations de mailles

Pour des géométriques générales, a toutes fins utiles, seules des méthodes numé-
riques sont envisageables pour obtenir des solutions aux Eqs. 4.31 et 4.34 . Il existe
plusieurs schémas trés efficaces et fiables pour la solution numériques de tels systémes.
Ceux-ci peuvent étre trés complexes, mais pour fins de cette présentation quelques
méthodes simples seront abordées afin d’illustrer les principes de base.

L’approche globale comprend deux étapes. D’abord, les équations différentielles
sont discrétisées dans I'espace paramétrique & l'aide de différences finies. Ensuite, le
systéme d’équations algébriques obtenu est résolu par des méthodes itératives basées
sur les techniques de relaxation. L’étape de la discrétisation donne une nombre dif-
férents de noeuds pour chaque famille de coordonnées, m et n pour les directions 7
etT, respectivement. Dans les développements suivants, les indices ¢ et j représentent
les valeurs aux noeuds de maille dans ’espace de calcul ou paramétrique. Les valeurs
discrétisées des variables indépendantes n et 7 sont représentées par,

n = (i—1)An 1 < 71 < m

= (j—1AT 1 <5 < n

ol les intervalles An et A7 sont obtenus par un partage régulier de ’espace en m et n

intervalles.
An = (m—m)/(m—1)
Ar = (r,—7)/(n—1)

La valeur d'une fonction a un noeud (4, j) est représenté par,
fig = fni,7;)
La discrétisation des équations différentielles est obtenue en remplagant les déri-

vées par des approximations aux différences divisées appropriées. Avec des différences
centrées on obtient une précision du second ordre,

of —~ fiv1,5—fi—1,5
on ~ 2A
af —~ fig+1—rfij—1
& frrg =30+t
~ itl,j—4Ji,jTJi—1,5
B_g? ~ A2 (4.47)
O*f figr1—2fi i +fii-1

Q

T AT2
*f o firngni—firiga—ficijritficii
amor 4AnAT

En substituant les expressions des Eqs. 4.47 dans le sytéme elliptique, Eqgs. 4.31 et 4.34
on obtient un systéeme algébrique équivalent pour chaque noeud de la discrétisation
dans ’espace paramétrique. Pour les coordonnées z et y, respectivement,

& (Tip1j — 2255 + @1 ]+ [T a1 — 2205 + 24 5-1]

/ —
—20" [Tix1,j41 — Tic1j41 — Tit1j-1 + Tic1j-1] = O

(4.48)
& [Yiyrj — g+ Yicrgl + Wiger — 295 + Yijo1]
=20 Wit1,j41 — Yie1j+1 — Yit1,j—1 + Yi—1,-1] = 0

MEC6212 ©Ricardo Camarero, 2024



56 CHAPITRE 4. MAILLAGES ELLIPTIQUES

ou apres factorisation des différents parameétres, les coefficients «, 8 et v s’expriment,

o = (Tijr1—mij-1)*+Wijr1—vij—1)?
- (2AnAT)?
N = (@41, =i—1,5) >+ Yi+1,—Yi-14)°
(2AnAT)?
g = (Tit1,j—Ti—1,5)(®igr1—Tij—1) (4'49)
(4AnAT)?

(Wit1,j—Yi-1,5) Wi jr1—Vig—1)

2
Ces relations expriment la relation de z &Aﬂ%ﬂ un point P; ; dans ’espace physique
en fonction des ses voisins.

Xy

a partir du schéma aux différences finies, Eqs. 4.48, appliqué aux opérateurs L£(x) =0
et L(y) = 0 dans 'espace paramétrique, tel qu'illustré ci-dessous.

X y

; /I ; i / T = ; // ; ;: / -[V

e ;.

n n

On répéte pour chacun des noeuds de la discrétisation, et il en résulte un systéme
d’équations algébriques qui, comme son équivalent différentiel continu, est hautement
nonlinéaire & cause des coefficients, Eqs. 4.49, qui sont fonction de la solution.

©Ricardo Camarero, 2024 MEC6212



4.6. CHOIX D’UN RESOLUTEUR 57

La formulation est complétée en spécifiant les conditions frontiéres associées a ce
systéme qui sont les coordonnées = et y du bord du domaine. Cette étape démontre
comment la géométrie discrétisée dans l’espace physique intervient directement dans la
solution du probléme, et garanti que mailles coincident avec les frontiéres du domaine.

yll c

X
Celles-ci sont rapportées dans ’espace paramétrique,

4.6 Choix d’un résoluteur

La procédure globale pour la résolution numérique de tels systéemes d’équations
comprend d’abord une étape de linéarisation des équations en posant les coefficients
Eqgs. 4.48 a des valeurs initiales, suivi par la résolution du systéme algébrique linéaire
qui en résulte. Plusieurs méthodes de résolution sont disponibles :

1. les méthodes directes : décomposition de Gauss, LU ....

— requierent beaucoup d’espace mémoire car il faut assembler la matrice au
complet ;

— Par contre, elles garantissent une solution en un nombre fini d’opérations
arithmétiques.

MEC6212 ©Ricardo Camarero, 2024



o8 CHAPITRE 4. MAILLAGES ELLIPTIQUES

2. les méthodes itératives : Gauss-seidel, Jacobi, surrelaxation ... présentent des
caractéristiques intéressantes sur l’ensemble des critéres :

— 1l n’est nécessaire d’assembler la matrice;

— sont performantes si une bonne solution initiale est disponible, alors la
convergence est rapide.

Dans le contexte présent, on dispose d’une bonne solution initiale, notamment 1’in-
terpolation transfinie. Comme les coefficients doivent étre périodiquement mis a jour,
la résolution ne nécessite pas une solution totalement convergée. Donc, une méthode
itérative, comprenant quelques itérations, suffit pour chaque cycle de linéarisation, ce
qui revient plus économique qu’'une méthode directe. L’ensemble donne une technique
globale treés efficace.

Le schéma de relaxations successives sera utilisé a cause de sa robustesse et facilité
de programmation. La variante de la relaxation par point consiste a corriger sucessive-
ment les inconnues par un balayage lexicographique du domaine discret.

La fonction itérante est dérivée du systéme algébrique écrit au noeud (i, j) a 'étape
du processus itératif, en tenant compte de I’état courant de la solution, c-a-d valeur
ancienne ou corrigée, des variables du voisinage.

Partant du systéme Eqs. 4.48,

1. On isole les valeurs des inconnues au noeud (7, j) et les valeurs aux noeuds voisins
sont placées a droite de I’équation. Ce qui donne la fonction itérante, qui exprime
x;; et y; ; en fonction des valeurs voisines :

20/ + YNz ; = o (wig1 + xi1j) + 7 (Tijy1 + Tij—1)
—25/ ($i+1,j+1 — Ti—1j+1 — Tit1,-1 + xi—l,j—l) (4 50)
200"+ )iy = o Wirry +¥imry) T Wige1 + Yij—1) '
—28" (Yig1,41 — Yim1,j41 — Yitr1j—1 + Yim1,j-1)

2. On visite successivement chaque sommet (7, ), de l'espace paramétrique, et les
valeurs de z; ; et y; ; sont corrigées avec la fonction itérante.

3. Au fur et & mesure de ce balayage, le calcul des z;; et y;,; converge pour un
ensemble de valeurs o, 4" et /' qui sont mis a jour périodiquement.

La présentation est spécifique aux équations traitées, sachant que des généralisations
et des extensions sont facilement obtenues de cette approche de base.

La résolution numérique du probléme linéaire est obtenue par une variété de tech-
niques de relaxation. Aprés la mise a jour en recalculant les coefficients & mesure que
les nouvelles valeurs des variables deviennent disponibles. Les critéres pour le choix
d’une technique sont le taux de convergence et la facilité de programmation.

Le schéma le plus simple est la technique de relaxation successive par point (SOR)
ou les valeurs des inconnues sont mises a jour dans un ordre lexicographique. Les
relations pour les corrections sont développées a partir du systéme
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Les variantes suivantes sont présentées en détail :
— Sur-relaxation successive par point
— Sur-relaxation successive par ligne

— Schéma implicite aux directions alternées

4.6.1 Sur-relaxation successive par point

Le schéma le plus simple est la technique de sur-relaxation successive par point
(SOR) ou les valeurs des inconnues sont mises a jour dans un ordre lexicographique.
Les relations pour les corrections sont développées a partir du systéeme discrétisé écrit
a une étape donnée du processus de relaxation. L’état des valeurs corrigées (n + 1) ou
courantes (n) des variables est illustré par la molécule de calcul de la Fig. 4.2.

j+1 o valeurs a I'étape n + 1

j ® valeur courante

j-1 o valeurs a I'étape n
i-1 i i+

FIGURE 4.2 — Balayage lexicographique- Relaxation par point (SOR)

Les relations sont développées en exprimant les équations discrétisées du modéle de
maille, Eqs. 4.48 au noeud (i, j).

& iy — 20 + ol ]+ [0 — 207 + 2f; ]

—20" |Tig1 41 — Tim1j41 — 95;5&,;’-1 + mzr—l,j—l_ =0
_ (4.51)
o [Yi1,j — 2y, ; + ?/im} +9' [Yijr1 — 2y; 5 + Vi1

=20’ [yi+1,j+1 — Yi-15+1 — y;—l,j—l + Z/;r—1,j—1_ =0
ou x et y sont des valeurs anciennes (étape n), 1 et y™ sont des valeurs corrigées (étape

n+1), et = et y~ sont des valeurs relaxées, ¢’est-a-dire les valeurs qui annulent le résidu.
On corrige une ancienne valeur par une valeur relaxée et un facteur de relaxation,

= r4w(@ —2)
_ 4.52
yto= ytwly —y) (4.52)
On exprime les valeurs relaxées,
x;j L j +C’xi7j/w (453)

Yi; = YigTCyij/w
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ot les corrections sont définies par

Cat,j = “”TJ Tij (4.54)
Cyiy = Yij— Yiy
En substituant Eqs. 4.52-4.54 dans Eqs. 4.51, on obtient,
WC@J = R.’L'Z"j -+ OJ/CZ’Z',LJ'
o =20 (Cxi—1jo1 — Cxipr i) + 7' Cy 1 (4.55)
W Cyiy = Ryij+a'Cyiyy
—28'(Cyi—1j-1 — CYiv1j-1) + 7' Cyij
Les résidus sont donnés par,
RxZ,] = Oé/ [$i+17j — 2331‘,]' + fﬂifl,j] + ")// [fﬂi,]url — 2331‘,]' + $i’j,1]
=28 [Ti41 541 — Tic1j41 — Tig1,j—1 + Tim1j—1]
(4.56)

Ryi,j = o (Y1 — 205 + vier i)+ Wij+1 — 2¥ij + Yij—1]
—25/ [yi-i-l,j-i-l — Yi—1,j+1 — Yit15-1 T yi—l,j—l]

On note que les résidus sont évalués avec des anciennes valeurs, et sont une mesure dont
la solution vérifie I’équation, c-a-d une mesure de I'erreur. Avec une solution initiale, les
valeurs x et y a chaque noeud (4, j) sont successivement mises a jour avec les corrections
Eqgs. 4.55, en balayant le domaine comme indiqué a la Fig. 77 .

Les valeurs des variables indépendantes dans l’espace physique, n et 7, sont sans
importance pour la solution dans l’espace physique. Donc, on peut, sans perte de
généralité, prendre n’importe quelle plage de valeurs pour ces variables de chaque
famille de coordonnées. On peut poser une variation de 0 a 1, ou bien, de fagon plus
appropriée dans une méthode numérique, une variation de 1 au nombre de noeuds,
soit m et n. Dans ce dernier cas, les valeurs de A7 et An utilisées dans Eqs. 4.49 sont
posées a I'unité, ce qui simplifie I'arithmétique.

4.6.2 Surrelaxation par bloc

SOR implicite par rangée

o/[:c;qj 2 +x; lj}—irfy’[xijﬂ 2a; +af,_ 1 (4.57)
—24' [xz+lu+1 — Ti-1j4+1 — ;1,] 1+xz 1,] 1] = 0 (4.58)
o [yiﬂ,j -2y, + yi—l,j} + [yig+1 — 2y, + Uil 1 (4.59)
=26 [Yir1j41 = Yie1jo1 — Yiyr o1 + Y1) (4.60)
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j+1
i o valeurs a I'étape n + 1
j-1 ® valeurs courantes
o valeurs a I'étape n
i-1 i i+l
FIGURE 4.3 — Relaxation par rangée
/ 2 / / /
EC.Z‘Z',LJ' - MC%’L]‘ + %C$i+17]~ = (461)
w
_in,j — "}//C.Z'i,jfl —+ 25/[0371417]',1 — 03?171,3;1] (462)
o 2(a 4"+ o
Zoyi—l,j - MC%J + -wCyip1; = (4.63)
—Ry;; — v Cyijo1 + 28'[Cyiv1 -1 — Cyi1j-1] (4.64)
[ BZ CQ 1T Ci[}g,j i [ D$27]‘ i
Az Bz Cs Cus, IZY
i Am-1 Bmo1 | | Crpayj | | Dxpp1j |
et
[ B, C, Dys
A3 Bs Cg B Cy2,j 7T Dy&j
e Cys,;
: _ : n
Az Bz Cz Cyi,] Dyzj ( 66)
.. . L Cymfl 7 :
| Amfl Bmfl | L Dymfl,j _
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ot les coefficients sont définis par :

A, = dJw (4.67)
B, = =2 +4+7)/w (4.68)
Ci = dJw (4.69)
D,I‘i] = —Rl‘i,j — ’7,C£Ci7j_1 + 25/[0377;—&—1,3'—1 — CfL‘i_17j_1] (470)
Dy,; = —Ryij—Cyij1+20Cyis1 -1 — CYi1j-1] (4.71)
SOR Implicite par colonne
j+1
] © valeurs a I'étape n + 1
J
® valeurs courantes
Jj-1 s
© valeurs a lI'etape n
-1 i i+t
FIGURE 4.4 — Relaxation par colonne
o [wipry — 2w+ ol ]+ (250 — 20 + 2
-2 [l'i+1,j+1 - 33;:1,j+1 = Tit1,j-1 + xz—‘tl,jfl] =0
& [Yirrg = 295 T yila ]+ Wi — 2955 + vija]
—25' [yi+1,j+1 - yz‘tl,j+1 — Yit1-1+ y;r—l,j—l] =0
/ 2 / / /
IC"L‘Z"]‘_l - MOZL’Z’J + ZCZEZ’J'_H = (472)
w w w
—Rl’i’j — O/CJ?i_Lj —+ ZB/[Cxi—l,j—H — Cmi—l,j—l] (473)
/ 2 Oé, + /
lcyi,jfl - uCym + lcyi,j+1 = (4.74)
w w w
—Ryij — o' Cyi—1; 4+ 26 [Cyic1 jr1 — Cyizji] (4.75)
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4.7 Algorithme global

‘Le balayage :‘ Cette étape consiste a visiter chaque noeud (sommet) (7,7) et de
faire la mise a jour des z; ; et y;; en appliquant la fonction itérante.

— Un balayage va du premier au dernier sommet, répété iterB fois;

— On utilisera une méthode itérative par point de type Gauss-Seidel ou Jacobi, avec
ou sans surrelaxation ;

— Au cours d'un balayage, les coefficients «, 3 et v sont gelés.

| La lin¢arisation :| A la fin d’un cycle de iterB balayages, les valeurs de (i, j) et (i, j)
ont changé.

— les a, B et v sont mis a jour;
— A cette étape, on calcule les résidus et la norme:

— Une linéarisation suivie de iterB balayages, est une itération, répétée iterlL fois,
jusqu’a I'atteinte de la convergence souhaitée.

‘La convergence et critere d’arrét : ‘ On mesure 'erreur par une norme sur les résidus

R,(i,j) et R,(7,7), et selon une cible, on poursuit ou aréte les calculs.

4.7.1 Structure de données

Le résultat de cette technique de maillage est un ensemble de noeuds discrétisant le
domaine et ses frontiéres. Les coordonnées de tous ces points sont stockées dans deux
tableaux x et y, regroupés selon ’entité topologique sur laquelle ils reposent.

Ces informations sont ordonnées hié- _--O
rarchiquement : g
//’/ A/
DOMAINE e
COINS => BORDS => FACES AT T
// \Q//'_iQ"\—Q\iid,f’/ \\ /’A
Cette représentation du maillage glo- D\A\/’/ . ‘O~ \ Y N
bal d'un domaine comprend trois A\O \\ OQ N
maillages : %'XQ\O@/Q‘ \
— les COINS : maillages 0d A \A’l A A /"
— les BORDS : maillages 1d ) o
— les FACES : maillages 2d 0 Coins A Bords © Maille

Cette organisation s’applique pour un domaine simple et également pour un do-
maine multi-blocs.
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x |y
v COIN1 oo
COIN: 1:nbCOIN COIN2 =e
! oo
T nbCOIN oo
NN
BRD1: iniBRD:finBRD NS
YaNPAN
BRD2: iniBRD:finBRD Al A
BRD: 1:nbBRD A
YANWAN
i VAN AN
nbBRD: iniBRD:finBRD FANIFAN
VANWaN
é o0
FACE1: debutFACE:finFACE | O[O
A olo
olo
FACE2: debutFACE:finFACE
o|o
A
FACE: 1:nbFACE olo
o|o
0|0
ol|o
0lo
bFACE: debutFACE:finFACE 10
n CE: debutFACE:finFAC olo
)
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4.8 Comparaison des maillages transfini et Winslow

Transfini Winslow

{
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P D N W N

I
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(a) Transfini (b) Elliptique

FIGURE 4.5 — Comparaison des maillages transfini et elliptique pour une configuration
multiblocs
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