1/95 Espaces vectoriels 2/ 95
—  Corps
Reraed Termaclk — Ensemble de nombres (R, C, etc.) utilisés pour définir un
AR [> Espace -
Défintions MEC6418 - NOTES DE COURS Avp. moLin. espace vectoriel.
Opérations S 3 oL
v Définitions — Espace vectoriel linéairel
Symetries Opérations , i i i
Symétries mat. . . . Symetrics — Ensemble d'entités mathématiques (scalaires, vecteurs,
oror Notions élémentaires sur les tenseurs Symétries . . P
Projecteurs. Symétries mat. fonctions, matrices, etc.) définis sur un corps et ayant
Lonst. Ingénieur Projecteurs. certaines propriétés communes.
C . éni . PPN ,
Par: Martin Lévesque Const. Ingéniewr > Par exemple, R3, qui pourrait étre noté R x R x R,
professeur du département de génie mécanique pourrait étre I'ensemble des triplets (z1, 22, z3) ou
z; € R.
— Les régles pour un espace vectoriel linéaire sont:
1. Sizety€eFE,alorsz+ye€E.
2. Sia€Retz e FE, alorsax € F
— |l est intéressant de noter que les objets d'un espace
vectoriel (x, y, etc.) sont appelés vecteurs méme s'il s'agit
de scalaires, vecteurs, matrices, fonctions, etc.
Espaces vectoriels 3/095 Application n-linéaire 4/095
—  Produit scalaire — Une application n-linéaire est une application qui fait

Rappels — Pour z,y € E, le produit scalaire dénoté < x,y > est une Rl co}r]respo.ndre aun vecteurl.w, " vegjce;.urs. .La Figure 1 illustre
> , : . . , & _liné
Ap?”:ffin. fonction qui associe le doublet (z,y), compris dans I'espace ;ST::_ L, schematiquement une application bi-lineaire.
Bt E x E, a un élément de R. En langage mathématique, .

cette phrase s'écrit: <-,- > ExXE — R .

Opérations

Symeétries — Les propriétés du produit scalaire sont les suivantes:
Symétries mat.
1. <az,y>=a<z,y>

Projecteurs.

2. <z+Hy,z>=<z,z2>+<y,z>
3. <zyz>>0siz#0,<z,x2>=0 <= 2=0

Const. Ingénieur

— Des exemples de produit scalaires sont:

1. <zy>=>j_ xpy,ouz,yecR"

2. < f,g>= fol f(z)g(z)dz ou f,g sont des fonctions

continues pour z € [0, 1]

Opérations
Symétries
Symétries mat.
Projecteurs.

Const. Ingénieur

Application
n-linéaire

Figure 1: Représentation d'une application bi-linéaire qui prend le

couple de vecteurs (u,v) de I'espace E x F et y fait correspondre

un vecteur w dans un espace S. Si on nomme [ cette application
linéaire on écrira: [ : E x ' — S.
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Application n-linéaire 5/ 95
—  Les propriétés de n-linéarité sont les suivantes. Soient
S (u',u?,...,u™) n vecteurs appartenant a différents espaces
Espace vectoriels, aq, o, ..., € R et T cette application n-linéaire.
> App. n-Lin.
On aura:
Définitions
Opérations 1 2 n
Symétries T(oiu, agu”, ... apu™) =
Symétries mat. (1 X ag X ... x an) T(uh,u?,...,u") (1a)
Projecteurs.
Const. Ingénieur
T (ut + ™ u? 42 ) =
i1=lig=1  ip=1

SO D Tt R it (1b)

11=012=0 in=0

— Par exemple, pour une application bi-linéaire, on aurait

:pais 7-(041U17 062U2) = 0510427-(“17 U2) (2a)
> App. n-Lin.
Définitions
Opérations T (u! + v, u? +ut) =
Symétries . -
Symétries mat. T(ul7 U2> + T(“’l? U4) + T(us’ U’Z) + T(’u’37 U4) (2b)

Projecteurs. L. i . L. i .
— Une forme n-linéaire est une application n-linéaire qui fait

correspondre m vecteurs a un scalaire appartenant a un corps.
—  Particularités a notre cours

Const. Ingénieur

— On notera par E |'ensemble de tous les triplets de scalaires
réels permettant de définir tous les vecteurs de dimension 3.
En d'autres termes £ est R x R x R, ot R est considéré
comme un espace vectoriel.

— On notera par {€7,,¢3} les vecteurs formant une base
orthonormée de F.

Tenseur d'ordre 1 7/ 95

Tenseur d'ordre 2 8/ 95

—  Deéfinition:

Rermmells — Un tenseur d'ordre 1 permet de définir une forme linéaire
Définitions sur E.
D> Tens. 1
Tens. 2 — Si on note par ¢ un tenseur d'ordre 1, alors on aura:
€ens.
Opérations N
tlu)=a otueFetacR (3)

Symétries

Symétries mat. . . " . " - .
— Le produit scalaire “classique” est une forme linéaire. Si u € E,

dans ce cas on aurait:

=3
;(u) = Z tiui
=1

= tquy + toug + t3us

Projecteurs.
Const. Ingénieur

(4)
=«
— On peut montrer que les composantes de ¢ sont données par:
L&) =t (5)

— Voir démonstration au tableau pour la linéarité et (5).

— Un tenseur d'ordre 2 permet de définir une forme bi-linéaire sur
E X E.
— Si on note par 7 un tenseur d'ordre 2, alors on aura:

Rappels
Définitions
Tens. 1

Ee:"j 2 T(u,v) =a otu,ve€FetacR (6)

Opérations e L. . ,
métrics — La forme bi-linéaire suivante est un tenseur d'ordre 2:
Symetries

Symétries mat. =3 j=3
Projecteurs. I(% U) — E E uZT’L]U]
Const. Ingénieur - - -

=1 j=1

=3

= Z U; Ti1V1 + Ui Ti2V2 + U; T;303

im1 (7)
= U1T11V1 + U2T21V1 + U3T31V1+

U1T12V2 + U2T22V2 + U3T320V2+

U1T13V3 + U2T23V3 + U3T33V3

=«

— Voir démonstration au tableau pour la bi-linéarité
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Tenseur d'ordre 4
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Rappels
Définitions
Tens. 1

Tens. 2
D> Tens. 4

Opérations
Symétries
Symétries mat.
Projecteurs.
Const. Ingénieur

—
—

Un tenseur d'ordre 4 peut avoir plusieurs significations.
Forme 4-linéaire de E* : T(u,v,w,a) = « ot u,v,w et a € E

et a € R.

Par exemple,

3
%(u7 v, w,a) = Z Z Z uwivjwra T = (8)

i=1 j=1 k=1 I=1

3

La propriété de 4-linéarité se vérifie de maniére analogue a
la bi-linéarité pour les tenseurs d'ordre 2.
Cette interprétation est rarement utilisée en mécanique.

Rappels
Définitions
Tens. 1

Tens. 2
D> Tens. 4

Opérations
Symeétries
Projecteurs.
Const. Ingénieur

AN

Un tenseur d'ordre 4 peut avoir plusieurs significations.
Forme bi-linéaire de F' x F', ol F' est I'espace des tenseurs
d’ordre 2.

Par exemple,

3 3 3 3
% (Q’ 2) = Z Z Z Z Bij TjikiThi = o (9)

- Si 3 et T sont la déformation getsi T est le tenseur de
rigidité C, alors un tenseur d'ordre 4Eeut servir a définir

I'énergie de déformation.

Tenseur d'ordre 4
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Produit tensoriel
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Rappels
Définitions
Tens. 1

Tens. 2
D> Tens. 4

Opérations
Symétries
Symétries mat.
Projecteurs.
Const. Ingénieur

—
—

Un tenseur d'ordre 4 peut avoir plusieurs significations.
Application linéaire de F' x F', ot F est |'espace des tenseurs
d'ordre 2.

Par exemple,

Il

(Q) =3 Tjubu=m=1 (10)

3 3
=11=1

Si 3 est la déformation ¢ et si T est le tenseur de rigidité C,

7 est le tenseur des contraintes o.
Un tenseur d'ordre 4 peut donc faire le lien entre les
déformations et les contraintes.

Rappels
Définitions
Opérations
D> Produit
Einstein
Contraction
Delta
Identités
Dérivée
Ch. base
Symétries
Symétries mat.
Projecteurs.

Const. Ingénieur

— Deux tenseurs d'ordre m et n permettent de créer un tenseur

d'ordre m + n par I'opération suivante:

Aivigeim @ Bjrjs..jn = Aivig.im Birjo...jn (11)

—  Par exemple:

(11b1 a1b2 a1b3
a®b= a = aibj =y = asbr  asby  ashs (12)
agb1 agbz asbs

oll «v a été représenté comme une matrice.
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Rappels
Définitions
Opérations
Produit

D> Einstein
Contraction
Delta
Identités
Dérivée
Ch. base
Symétries
Symétries mat.
Projecteurs.

Const. Ingénieur

—

—

—

Le produit scalaire de deux vecteurs peut s'exprimer par
oo 3

U-T =75 | Uvy.

Avec la notation d'Einstein, on suppose qu'il y a somme sur
tous les indices répétés. On pourra donc écrire:

3
Z U;V; = U305 (13)
=1

On qualifiera les indices répétés de “muets” car on aurait pu
obtenir le méme résultat en écrivant u;v;, u,v,, etc.

On qualifiera de “franc” un indice qui ne disparait pas lors de
I'opération.

Produit contracté et notation d’Einstein
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Rappels
Définitions
Opérations
Produit
Einstein

D> Contraction
Delta
Identités
Dérivée

Ch. base
Symétries
Symétries mat.
Projecteurs.

Const. Ingénieur

— Le produit n-fois contracté consiste dans un premier temps a
effectuer le produit tensoriel entre deux tenseurs et par la suite
répéter n paires d'indices ol un indice appartient a chaque
tenseur originel.

— Par exemple, considérons le produit simplement contracté, noté
par un point (-), entre deux tenseurs d'ordre 1, qui s'écrira:
-

1. On réalise le produit tensoriel: © ® v = w;v;
2. On répéte une paire d'indices: u;v; devient u;v;

Alors, en vertu de la convention d'Einstein,
UV =uv1 + ugv2 + uzvs.

Produit contracté et notation d’Einstein

15/ 95

Rappels
Définitions
Opérations
Produit
Einstein

D> Contraction
Delta
Identités
Dérivée

Ch. base
Symétries
Symétries mat.

Projecteurs.

Const. Ingénieur

—

Considérons le produit simplement contracté entre un tenseur
d'ordre 2 et un tenseur d'ordre 1, qui s'écrira: ¢ - w:

1. On réalise le produit tensoriel: € ® u = g;ju
2. On répéte une paire d'indices: ¢;juy, devient g;;u; = v;

On aura un indice franc (i) et un indice répété (j), ce qui
donne comme résultat un tenseur d'ordre 1.

Pour le produit doublement contracté, noté par (:), on
contracte deux paires d'indices. Par exemple, si on calculait
£ : 0, on aurait:

1. On réalise le produit tensoriel: € ® 0 = €05
2. On répéte deux paires d'indices: ;504 devient ;505 = a

ce qui est un scalaire.

Produit

contracté et notation d’Einstein
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Rappels
Définitions
Opérations
Produit
Einstein

D> Contraction
Delta
Identités
Dérivée

Ch. base
Symétries
Symétries mat.
Projecteurs.

Const. Ingénieur

— Le produit C : £ conduit a

1. On réalise le produit tensoriel: C ® g = Cijpiemn

2. On répéte deux paires d'indices: Cjjxiemn devient
CijkiErl = 0ij

On aura deux indices francs (ij) et deux indices répétés (kl), ce
qui donne comme résultat un tenseur d’ordre 2.
— Le produit C : M conduit a

1. On reéalise le produit tensoriel: C® M = Cjjr Mpnop

2. On répéte deux paires d'indicesTCijﬂanop devient
Cijklelop = Aijop

On aura quatre indices francs (ijop) et deux indices répétés
(kl), ce qui donne comme résultat un tenseur d'ordre 4.
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— Pour le produit quatre fois contracté, noté par (::), on
contracte quatre paires d'indices. Par exemple, si on calculait

Rappels .

Définitions é = gi on aurait:

Opérations 7 N L. . )

Frardli 1. On réalise le produit tensoriel: A @ B = A;jx1 Bmnop
Einstein — —

D> Contraction 2. On répéte quatre paires d'indices: A;ji; Bynop devient
Delta A . B .

Identités ijkl P klij

Dérivée R I .

. Peez ce qui est un scalaire.

Symétries — Il doit &tre noté que la position des indices contractés vient

d'une convention. On aurait pu contracter des indices a des
positions différentes. On verra pourquoi plus tard cette
convention est utile.

— Il est intéressant de noter que les produits contractés
permettent de définir des formes et des applications linéaires.

Symétries mat.
Projecteurs.

Const. Ingénieur

Le Delta de Kronecker 18 / 95

—  Par définition, le Delta de Kronecker, ¢;; est:

Rappels . .

Définitions (5 _ 1 pOUr 1= ] (14)
ij —

Opérations O autrement

Produit

Einstein , ., ) . .

Contraction — C'est une quantité fort utile pour les manipulations des tenseurs

> Delta et il est important de la maftriser.

Identités X

Dérivée — Par exemple, le produit:

Ch. base

Symétries é . g — 61J0—]k =0 = g (15)

Symétries mat.

Projecteurs. Voir démonstration compléte au tableau.

Const. Ingénieur
— La contraction d'un tenseur d'ordre 2 avec le § fait en sorte que
le tenseur résultant est celui qui a été contracté ot I'on
remplace I'indice contracté par celui qui ne |'est pas dans le
Delta de Kronecker.

Les tenseurs identités 19 /95

— L'identité d'ordre deux, nommée i, est définie par i-g
voit avec I'équation (15) que ix; = k.

Q
I
IS}

@)
)

Rappels

Définitions — L'identité d'ordre 4 générale, nommée 19, fait en sorte que
Opérations Y:A=A -

Produit = = =

Elnsteln. _ S I, d,f . Ig _ 5 6 |, I I Ig . A
Contraction i 'on définit I7,, = 0;x0; et que I'on calcule I9 : A, on
Delta . = =

D> Identités aura:

Dérivée . .

Ch. base 1. Produit tensoriel IY¥ ® A = 0;x6;; Amnop

Symétries 2. Contraction sur deux paire d'indices:

métries ma 5ik6lemnop — 5ik6leklOp'

3. Application de la propriété du Delta de Kronecker:
0ik0j1Aklop = Aijop = A.

Projecteurs.

Const. Ingénieur

— On a donc démontré que la définition d'identité proposée
rencontre la propriété de l'identité.

Les tenseurs identités 20/ 95

— L'identité générale n'est pas utilisée en mécanique car elle ne
conduit pas a une représentation matricielle (on verra plus loin).
Comme les tenseurs d'ordre 4 utilisés en mécanique sont
symétriques, on utilisera I'identité définie par:

Rappels
Définitions

Opérations

Produit

Einstein 6Zk5jl + 6Zl5jk

Contraction I = ————————
)

Delta 2

D> Identités

Dérivée — Sioncalcule I: A, on trouve que:
Ch. base = =

Symétries
Aijkl + Ajikl
; (17)

Symétries mat.

11—
ll[F==

Projecteurs.

Const. Ingénieur
ce qui est égal a A uniquement si A;ji = Ajip
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— La dérivée d'un tenseur A € E™ par rapport a un tenseur
B € E" est définie par:

Rappels
Définitions S

. 8A7,17,2...’Lm, _ C X L. X 18
Opérations an. T Yue..amjije--Jn ( )
Produit 8Bj1j2-~~j71
Einstein

Contraction

Dot ol, comme pour le produit tensoriel, le tenseur résultant est un
Identités tenseur d’ordre m + n.

D> Dérivée

Ch. base

Symétries — Voir exemple au tableau portant sur la dérivée de

Symétries mat. I,énergie de déformation
Projecteurs.

Const. Ingénieur

Changement de base d’'un tenseur 22 /95
Probléme

Rappels — On souhaiterait, a partir de la connaissance des composantes de
Définitions V' exprimées dans le repére xyz obtenir celles dans le repére
Opérations .’L'/y/Z/
Produit . T . .
hmsic — Cela peut se faire a I'aide de la connaissance des cosinus
E‘;"t:“m" directeurs. En 2D on aura les angles directeurs:
Identités
Dérivée
> Ch. base

Symétries
Symétries mat.
Projecteurs.

Const. Ingénieur

Figure 2: lllustration des angles directeurs

Changement de base d’'un tenseur 23/ 95

Rappels
Définitions
Opérations
Produit
Einstein
Contraction
Delta
Identités
Dérivée

D> Ch. base

Symétries

Symétries mat.

Projecteurs. En 3D, on aura:
Const. Ingénieur
T
!
VCC
/ —
Vy =
V/

cosf(z',z) cosb(y',x) cosO(Z, x)
{Vm Vy VZ} cosf(x',y) cosb(y',y) cosb(Z,y) (19)
cosf(x',z) cosb(y',z) cosb(Z,z)

Changement de base d'un tenseur 24 / 95

Rappels
Définitions

Opérations
Produit
Einstein
Contraction

Delta

Ll Vi T cosO(x’,x) cosO(y,x) cosl(Z,x)

gez\:ebase v, ={ Vo V, V. }| cosO(z',y) cosO(y’,y) cosO(,y)
174 cosO(a’,z) cosO(y',z) cosb(Z,z)

Symétries
Symétries mat. — On peut voir que ces opérations consistent a projeter les
composantes de V sur les vecteurs de la base z/y'%’.
Const. Ingéniewr . On peut aussi voir que les colonnes de la matrice sont les
composantes de x’, 1/’ et 2/, respectivement, exprimées dans la
base {z,y, z}
—  Cette matrice, nommeée matrice des cosinus directeurs, est
notée par [P] et permet de définir les relations suivantes:

Projecteurs.

V) = P;V; (20a)
V= PV (20b)
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Rappels
Définitions
Opérations
Produit
Einstein
Contraction
Delta
Identités
Dérivée

D> Ch. base
Symétries
Symétries mat.
Projecteurs.

Const. Ingénieur

V] = PV
Vi= PijVj/

— A I'équation précédente on a utilisé le fait que Pji Pj, = 01, (ou
autrement dit [P] 7! = [P]T).

—  Cela est facilement démontrable car la matrice [P] est
orthogonale, c'est & dire qu'elle est formée de vecteurs colonne
qui sont orthogonaux et unitaires.

- Le produit Pj; Pjj, est en fait le produit scalaire entre le
vecteur ¢ et le vecteur k. Comme les vecteurs sont unitaires,
alors le produit du vecteur 7 avec lui-méme donne 1.
Comme les vecteurs sont orthogonaux, le produit entre un
vecteur ¢ et un vecteur k, pour i # k, donne 0. On retrouve
la définition du Delta de Kronecker, qui est aussi I'identité
d’ordre 2.

Changement de base d’'un tenseur 26 / 95
—  Pour un tenseur d'ordre 2, on avait que:
Rappels N
T(u,v) = wTijv; =a otu,ve EFetacR  (22)

Définitions
Opérations
Produit
Einstein
Contraction
Delta
Identités
Dérivée

D> Ch. base
Symétries
Symétries mat.
Projecteurs.

Const. Ingénieur

— Imaginons maintenant que u et v sont exprimés dans une autre
base {2’,y',2'}. On aura u; = Pju) et v; = Py
— L'équation (22) devient alors:

g(u, V) = UiTi;vj
= (Pwut) 7ij (Pjavr)
= (P Putij) wpvy
o (23)
= TR U

— 7_/ (u/’v/)

=«

—  Puisque les vecteurs u, v et u/, v’ représentent la méme
quantité, il est normal que 7(u,v) = 7/(v/,v"). On tire donc la
formule de changement de base:

T = P Pitii (24)

Changement de base d’'un tenseur
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Rappels
Définitions
Opérations
Produit
Einstein
Contraction
Delta
Identités
Dérivée

D> Ch. base
Symétries
Symétries mat.

Projecteurs.

Const. Ingénieur

—  Pour un tenseur d'ordre 4, on procéde d'une maniére
complétement analogue. On peut utiliser n'importe quelle
interprétation déja donnée. On aura par exemple, pour u, v, w
eta € E:

2(“7 v,w, a) = Tijuuvjwpa
= Tijit (Pimti) (Pjnvn) (Prow)) (Ppaj)
= (Pim PjnProPrpTijat) vy whar,
= TrlnnopulnLv;Lwloa;/[)

/ / / / /
=T (u,v,w,a)

(25)

=«

—  On tire donc la formule de changement de base pour un tenseur
d'ordre 4:
Trlrmop = RmpjnPkO-PlpT%jkl (26)

Symétries majeures et mineures
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Rappels
Définitions
Opérations

Symétries

D> Symétries
Représentation
Conventions

Symétries mat.
Projecteurs.
Const. Ingénieur

Tenseur d'ordre 2

— Un tenseur d'ordre 2 est dit symétrique si o;; = j;. Cela fait
passer le nombre de constantes indépendantes de 9 a 6.

— La majorité des tenseurs d'ordre 2 utilisés en mécanique sont
symétriques (contraintes, déformations).

Tenseur d'ordre 4

— Un tenseur d’ordre 4 qui a les symétries dites mineures est tel
que Aijkt = Ajirt = Aijik = Ajitk-

— Un tenseur d'ordre 4 qui a les symétries dites majeures est tel
que Agjrp = Agiij-

— Un tenseur d'ordre 4 qui a les symétries majeures et mineures a
jusqu'a 21 constantes indépendantes (au lieu de 81 quand il n'y
a pas de symétrie.

— La grande majorité des tenseurs d'ordre 4 en mécanique du
solide possédent les symétries majeures et mineures.
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Représentation matricielle des tenseurs symétriques

30 /95

Rappels

Définitions

— Lorsque les tenseurs d'ordre 2 et d'ordre 4 présentent les
symétries énumérées au transparent précédent, il est possible de
représenter un tenseur d'ordre 2 comme un vecteur 3 6
composantes et un tenseur d'ordre 4 par une matrice 6 x 6.

Rappels

Définitions

— En notation matricielle, un tenseur d'ordre 4 pourra s'écrire
sous la forme:

Opérations Opérations A —
Symétries —  Par exemple, un tenseur d’ordre 2 peut &tre représenté par: Symétries =
Symeétries Symétries
> Représentation - - [> Représentation A1111 A1122 A1133 \/§A1123 \/§A1131 \/§A1112
Gemecrivons a11 Conventions Agons Agzao Agoss  V2Az03 V2As231 V2An10
Symétries mat. (&%) Symétries mat. A3311 A3322 A3333 \/§A3323 \/§A3331 \/§A3312
Projecteurs. o 33 . (27) Projecteurs. \/§A2311 \/§A2322 \/§A2333 2A2323 2A2331 2A2312
Const. Ingénieur % - \/§a23 = Const. Ingénieur \/§A3111 \/§A3122 \/§A3133 2A3123 2A3131 2A3112
V2as; V2A1211 V2A1220 V2Aia33  2A123  2A1a31 2A1010
L V2aps | (28)
— Dans toute la suite, les indices majuscules (e.g. I, .J, etc) seront = On écrira alors que % = AL
utilisés pour indiquer que |'ont fait référence a un tenseur
exprimé sous la notation matricielle.
Représentation matricielle des tenseurs symétriques 31/95 Conventions 32/95

Rappels
Définitions
Opérations
Symétries
Symeétries

> Représentation
Conventions

Symétries mat.
Projecteurs.
Const. Ingénieur

— Cette notation est appelée notation de Voigt modifiée.

— Avec cette notation, le produit doublement contracté devient
un produit scalaire entre vecteurs ou entre un vecteur et une
matrice.

Par exemple, 0 : € = o7e;

Pour le produit entre un tenseur d'ordre 4 et un tenseur d'ordre
2, cela équivaut au produit matriciel: A : e = Ajjey.

1

Les mémes régles s'appliquent pour la dérivation.
Les tenseurs identités sont:

1

(29)

[l

I

11—t

I
cor~rooo
o ocoocoo
—o oo oo

OO O o o
OO O OO
SO OO = OO

OO O = ==

Rappels
Définitions
Opérations

Symétries
Symétries
Représentation
> Conventions

Symétries mat.
Projecteurs.
Const. Ingénieur

— Dans la littérature scientifique actuelle, la convention est
d'utiliser des lettres romaines majuscules pour les tenseurs
d'ordre 4 (e.g. A, B, C, etc), des lettres grecques minuscules
pour les tenseurs d'ordre 2 (e.g. «, 3,7, etc) et des lettres
romaines minuscules (e.g. a,b, ¢, etc.) pour les tenseurs d'ordre
1.

— L'ordre d'un tenseur peut étre représenté par le nombre de
barres (ou de tildes ~ dans certains ouvrages) en-dessous ou
en-dessus des lettres. C'est ce qui a été adopté jusqu'a
maintenant.

— Pour des raison de typographie, dans les journaux scientifiques,
on utilise les caractéres gras pour représenter un tenseur. Par
exemple, a, «, et A représenteraient des tenseurs d'ordre 1, 2
et 4, respectivement, tandis que a, o et A représenteraient des
scalaires (car ils ne sont pas en gras).

— Dans le cours, nous allons utiliser indépendamment la notation
avec les barres en-dessous (pour le tableau essentiellement) et
les lettres grasses pour le polycopié.
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Certains matériaux ont des microstructures qui présentent
certaines symétries.

Certains monocristaux ont une microstructure qui présente
des plans de symétrie (i.e. les atomes sont disposés de sorte
que I'on peut établir un plan de symétrie)

Certains composites ont les fibres alignées selon certaines
directions, ce qui fait que I'on peut avoir soit des plans ou
des axes de symeétrie.

Ces microstructures vont avoir un effet sur les matrices de
rigidité et de souplesse, notées C et S respectivement

Ces tenseurs d'ordre 4 vont prendre des formes particuliéres
et on verra que le nombre de paramétres indépendants pour
les caractériser diminue.
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Un matériau triclinique est un matériau qui ne présente aucune
symétrie dans sa microstructure

— Le matériau aura donc 21 constantes qui sont distinctes

- En fait, il est possible de montrer que le nombre de
contantes non nulles peut étre réduit & 18 par un
changement de base approprié.
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[ 588 227 229 -3 1 —0.7}

227 591 232 -6 4 -2

co 220 232 600 —10 5 —4
-3 —6 —10 356 -7 6

1 4 5 =T 346 -5
-07 -2 -4 6 -5 341

Figure 3: Exemple de matériau triclinique. Fibres (f) longues
d’orientation quelconque dans une matrice (m) isotrope. Ey = 300GPa,
E,, = 70GPa, vy = v, = 0.3, f, = 30%. C obtenue par calcul éléments

finis d'une cellule de base sur laquelle on a appliqué des conditions aux

rives périodiques. Gracieuseté de Amine El-Mourid.

Monoclinique

36 / 95

—

Rappels
Définitions
Opérations
Symétries
Symétries mat.
Introduction
Triclinique

> Monoclinique
Orthotropie
Quadratique
Cubique
Rhomboédrique
Iso. Transverse
Isotropie

Projecteurs.

Const. Ingénieur

Un matériau monoclinique présente un plan de symétrie dans sa
microstructure

- Cela veut dire que si on exprime ce tenseur dans une base
dont un vecteur est selon la normale au plan de symétrie, ce
tenseur aura la méme expression dans une base qui est la
réflexion de la premiére

— Supposons par exemple un tenseur A exprimé dans la base
formée par les vecteurs {e1, ez, ez} (qui sont en fait
orientés selon les axes x, y et z). Si A est monoclinique et
que son plan de symétrie est normal a es, alors, il aura la
méme expression dans la base {e1, —e2, e3}.

— La matrice de passage de la premiére base a la seconde est:

1 00
Pl=]0 -1 0 (30)
0 01
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—  Supposons A sous la forme générale suivante (en se rappelant
qu'il posséde les symétries majeures et mineures):

Ay Ay Az Ay Az Ass
Arg A Agz Agy Az Agg
A1z Az Aszz Ay Azs Ase (31)
Ay Ay Az Agy Az Age

A5 Az Azs Ags Ass Ase
Arg Azs Aze Ase Ase Ass

— Si on applique la relation de changement de base
A;jkl = PpiPpjPor PpiAmnop, €n notant que
Pop=—(—1)%64p = — (—1)” 645 (pas de somme sur o et 3)
et en appliquant les propriétés du produit simplement contracté
de la fonction de Dirac, on a:

ikl = (—1)IR Ajji (pas de somme sur indices) (32)

—  Pour que A soit monoclinique, il faut que A;jkl = Aijul

Monoclinique

38 /95

Rappels
Définitions
Opérations
Symétries
Symétries mat.
Introduction
Triclinique

> Monoclinique
Orthotropie
Quadratique
Cubique
Rhomboédrique
Iso. Transverse
Isotropie

Projecteurs.
Const. Ingénieur

—  Effectuons les vérifications en supposant des termes non-nuls:

h=Ah =D A = Aun = A Vv
lo=Alg = (-1’ A = Anas = Az v
lg = Alygg = (—1)° Anigs = Angs = A1z v/
la= V24 55 # (—1)" V2A1123 = —V2A1103 = Ay X
5= V245 = (-1)° V24113 = V241151 = A1s v
6 = V2411, # (-1)° V241112 = —V2A1110 = Ajg X
by = Abyos = (—1)% Aggar = Aggns = Ay v/
hy = Abgas = (—1)'% Aggss = Agags = Ass v/
by = V2Ahyys # (—1)? V2A003 = —V2A9003 = Aay X
hs = V2Ahy31 = (—1)° V242031 = V2Ass31 = Aps v/
he = V2Ahy1s # (—1)" V2Ag210 = —V2Ap10 = Ay X
by = Abggy = (—1)'% Assss = Asszs = Az v/

b = V2Ah05 # (-1 V245303 = —V2A3303 = Az X

Monoclinique
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—  Suite des vérifications

by = V2Ahs = (—1)'0 V2A3331 = V243351 = A5 v
he = V2A%g1s # (—1)° V243310 = —V2A3310 = Azs X

ha = 2Ahg9 = (—1)'0 240305 = Aggoz = Ays v

Al = 2Ah501 # (—1)7 240331 = —24933 = Ags X

"o = 2Ah310 = (—1)% 240310 = 240310 = Ags v/

Al = 24415, = (—1)° 243131 = 243131 = As5 V/

56 = 243110 # (—1)7 2A3112 = —2A3112 = A6 X

Age = 240915 = (—1)° 241915 = 24191 = Ags v/

— Basé sur ces résultats, on peut voir que pour avoir que
I A . )
Ajjry = Aiji, 1l faut que:

Ay = A1g = Aoy = Agg = Aga = Aze = Aus = Ass =0 (33)
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— Alors, si A est monoclinique et que le plan de symétrie a sa
normale selon es, alors la forme générique de A est:

A A Az 0 A 0
Arp A Az 0 Axs 0
Ao Az Aoz Aszz 0 Az 0 (34)

0 0 0 Au 0 A
Ais Ays Azs 0 Ass 0
0 0 0 Ay 0 Age

— Pour le cas ol le plan de symétrie a sa normale selon e; ou eg,
il suffit d'intervertir certaines lignes et colonnes pour les indices
43 6.

—  On peut voir que I'on aura 13 constantes non-nulles. On peut
montrer que I'on peut ramener cela & 12 par un changement de
base approprié, ce qui fait que I'on a en fait 12 constantes
indépendantes.
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— Si un matériau monoclinique de souplesse S est soumis & un Exemple
Raoocle chargement axial dans la direction eq, alors la déformation est Ranocle
Définitions donnee par: Définitions =
Opérations _ - _ - Opérations
Symétries Sl 1011 €11 Symétries
Symétries mat. 512011 622 Symétries mat.
Introduction S o I Introduction
Triclinique S N o 13911 — 33 (35) Triclinique
> Monoclinique 0 O > Monoclinique
Orthotropie Orthotropie
Quadratique 515011 \/5631 Quadratique
Cubique L 0 ] L O i Cubique 62 0 6.8 0
Rhomboédrique Rhomboédrique 53 132 55 0 1.6 0
Iso. Transverse . . N L. . Iso. Transverse
Isotropie —  On peut voir que contrairement a un matériau isotrope, lsotropie C= 602 505 126 707 108 103
Projecteurs. €99 # €33 et qu'en plus, malgré que |'on ait un chargement Projecteurs. 68 16 18 0 92 0
Const. Ingénieur uni-axial, une déformation de cisaillement 31 apparait. Const. Ingénieur 0 0 0 13 0 74
—  Un exemple d'un matériau monoclinique serait par exemple une
rangée de fibres dans un composite qui seraient comprises dans F'glf”_e 4 Exemplle de maltenlau mO”dOC“”'q“e- F'bfes (f) k?”g”es al'gr;ees
un plan mais qui ne serait pas alignées selon les autres axes. et faisant un angie dans € plan rz dans une matrice (m) isotrope. Plan
se symétrie selon la direction y. E¢ = 300GPa, E,,, = T0GPa,
Vs = U = 0.3, f, = 30%. C obtenue par calcul éléments finis d'une
cellule de base sur laquelle on a appliqué des conditions aux rives
périodiques. Gracieuseté de Amine El-Mourid.
Orthotrope 43/ 95 Orthotrope 44 / 95
— Un matériau orthotrope a une microstructure qui présente deux — Pour le matériau orthotrope, on doit vérifier les deux équations
Feramlt p!ans de symétrie. Raooels suivantes:
Définitions — Si on suppose que les vecteurs ey et ez sont les normales a ces Définitions
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plans de symétrie, il faut que A soit invariant par changement
de base avec les matrices de passage suivantes:

10 0 10 0
[P(l)]: 01 0 [P@)]: 01 0] (36)
00 1 00 -1

ol on aura que Pijl) = (—1)"d;j, oun=1pouri=j=1et

n = 0 autrement, et Pi(]?) = (=1)"d;;, ot m = 1 pour
1 =7 =3 et m = 0 autrement.
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1 1 1 1
A;’jkl = PT(ni)PTEj)PO(k)Pzgl )Amnop

(37a)
= (—1)" Aijw
1 _ p2)p2)p?pR)
Aijkl - sz Pn] Pok Ppl Amnop (37b)

= (—1)" Aijm
ot w = 1 pour un nombre impair d'indices égaux a 1 et w =0
autrement, z = 1 pour un nombre impair d'indices égaux a 3 et
z = 0 autrement.
En effectuant les vérifications comme précédemment (& faire en
exercice), on trouve que I'on doit avoir:

Ay = A5 = Aig = Ay = Ags = Ags = Ay =
Ass = Age = Aus = Ay = As6 =0 (38)
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— Alors, si A est orthotrope la forme générique de A est: Exemple
Rafggels - All A12 A13 O O O = Ra)c els
Définitions Définitions
Opérations A12 A22 A23 O O O Opérations B T
et A Az Aoz Ass 0 0 0 (39) e 244 29 30 0 O O
ymetries —_ ymetries
Symétries mat. O O O A44 O O Symétries mat. 29 84 28 0 0 0
Introduction 0 0 0 0 A55 0 Introduction C = 30 28 88 0 0 0
Triclinique Triclinique -
Monoclinique L O O O O O A66 ] Monoclinique O 0 0 28 0 0
> Orthotropie > Orthotropie O 0 0 0 30 0
e —  On peut voir que si on avait pris deux autres plans de symétrie, uaraiaue . 0 0 0 0 0 28 |
Rhomboédrique on aurait obtenu le méme résultat. Cela revient & dire que le Rhomboédrique
Iso. Transverse . f . L. . Iso. Transverse
Isotropie fait d'avoir deux plans de symétrie dans la microstructure lsotropie ) » _ _
oot implique la présence d'un troisiéme. ororecteure. Figure b: Exe_m;/)le de rr?aterl/au orthotroPe. F_lbres (f) longues isotropes
4—, _ . . L. Lo - de modules différents disposées perpendiculairement dans une matrice
Const. Ingénieur  —  On voit qu'un matériau orthotrope est défini par 9 constantes. Const. Ingénieur . S ,
e d o le mé : t | (m) isotrope. Dans la direction x, Ef = 3000GPa et vy = 0.43; dans la
— Un exemp € de m.ater|au es.t € meme c.omp05|te que I exemple direction y, Et = 300GPa et vy = 0.26; dans la direction z,
monoclinique mais ol les fibres sont orientées selon un des axes E; = 1500GPa et vy = 0.43. E,, = 70GPa et v,, = 0.3. f, = 17.45%.
de la base. C obtenue par calcul éléments finis d'une cellule de base sur laquelle on a
appliqué des conditions aux rives périodiques. Gracieuseté de Amine
El-Mourid.
Quadratique 47 / 95 Quadratique 48 / 95
— Si la microstructure d'un matériau est invariante par rotations — Pour que A posséde la symétrie quadratique, il faut que:
de k% autour d'un axe, on dit qu'il a la symétrie quadratique.
Rappels 2 . . ) . . Rappels / (Z) (Z) (Z) (Z)
Définitions —  Par exemple, si on étudie les rotations autour de z, la matrice Definitions it = Lo P Por Py Amnop - pour z ={1,2,3}  (42)
Opérations de passage devient: St i .
umenri comerri — Si on effectue les calculs, on se rendra compte que A doit &tre
zme ries xme ries
Symétries mat. COS [k%] - Sin I:k%] 0 Symétries mat. de Ia forme:
Introduction Pl = sin ]{;E cos kﬁ 0 40 Introduction B _
Triclinique [ ] [ 22} |: 2é|) 1 ( ) Triclinique All A12 A13 O 0 0
Monoclinique Monoclinique
Orthotrop?e Orthotrop?e A12 All A13 0 0 0
Zouadratiave _, On peut donc définir trois matrices de passage pour o Suadratae A | A Az A 00 0 (43)
Rhomboédrique k ={1,2,3} et on obtiendra: Rhomboédrique 0 0 0 Ay 0 0
i T i T 00 0 0 Ay 0
bror 010 -1 0 0 . 0 0 0 0 0 Asgs
rojecteurs. 1) (2) Projecteurs. L .
Const. Ingénieur |:P( i| = _1 0 0 |:P i| = 0 _1 0 Const. Ingénieur
00 1 0 0 1 — On pourra interpréter un tenseur quadratique comme un tenseur
0 -1 0 (41) orthotrope pour lequel deux directions sont équivalentes.
|:P(3)i| 11 oo — La forme de A peut facilement se déduire les matériaux étant
N 0 0 1 invariants par rotation de k3 autour des autres axes.

— On a maintenant 6 composantes indépendantes.
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Exemple

=
—

oo oo

C=

oo oo o

0 0
0 0 0 0 79
0 0 0O 0 0 73

Figure 6: Exemple de matériau quadratique. Fibres (f) longues isotropes

alignées disposées selon un arrangement carré dans une matrice (m)

isotrope. Ey = 300GPa, vy = 0.3, E,,, = 70GPa et v,,, = 0.3. f, = 30%.
C obtenue par calcul éléments finis d'une cellule de base sur laquelle on a

appliqué des conditions aux rives périodiques. Gracieuseté de Amine
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— Pour que A posséde la symétrie cubique, il faut qu'il soit

invariant par rotation de k% autour des trois axes. La matrice
de passage pour cette transformation est obtenue par rotation
successive autour des axes x, y et z et est donnée par:

1 0 0
[Pl=1]0 cosl[ak] —sin|af]
0 sin [ag] cos [ag]
cos [,6’%] 0 sin [Bg]
0 1 0
—sin [,Bg] 0 cos [Bg]
cos[’yg] —sm[fyg] 0
in il eos[rd] 0 | ()
0 0 1

ou le (+) est le produit matriciel (i.e. simplement contracté) et
oll «, B et v peuvent prendre les valeurs 1,2 et 3.

El-Mourid.
Cubique 51/ 95
— Il faut donc que A soit invariant par changement de base avec
S les 27 matrices de passage qui seront générées a partir de
Définitions |'équation (44)
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— Si on effectue les calculs, on obtiendra

A Az A 0O 0 0
Aip App A 0 0 0
A Ay Az A 0O 0 0
0 0 0 Ay O 0
0 0 0 0 Ay O
L0 0 0 0 0 Au|

— On aura 3 constantes indépendantes.

— La symétrie cubique peut-étre interprétée comme |'orthotropie

ou les trois directions sont équivalentes.
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Exemple

(-
(&

80
()

o 00
959 %
5,

%%

(&)

139 54 54 0 0 0
54 139 54 0 0 0
c— 54 54 139 0 0 0
0 0 0 385 0 0
0 0 0 0 385 0
0 0 0 0 0 385

Figure 7: Exemple de matériau composite a symétrie cubique. Sphéres
(s) élastiques et isotropes distribuées selon un arrangement régulier et

cubique dans une matrice (m) élastique et isotrope. E; = 300GPa,

E,, = 70GPa, vy = v, = 0.3, f, = 30%. C obtenue par calcul éléments
finis d'une cellule de base sur laquelle on a appliqué des conditions aux

rives périodiques. Gracieuseté de Amine El-Mourid.
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— Similairement a la symétrie quadratique, un tenseur est — Si on effectue les calculs, on aura
Y q q
S rhomboédrique lorsque qu'il est myarlant pa; des changement S C AL A A Au 0 0 -
Définitions de base correspondant a des rotations de k=" autour d'un seul Définitions A A A A 0 0
12 11 13 —A
Opérations a).(e' , ) ) , Opérations A13 A13 A33 O O O
St Si par exemple I'axe de rhomboédrie est I'axe z, on aura les Symétries A= (47)
Symétries mat matrices de passage suivantes: Symeétries mat A=A 0 Ay 0 0
metries mat. . metries mat.
Introduction Introduction 0 O O 0 A44 \/§A14
Triclinique 2 . 2 Triclinique _
Monoclinique COS [k%] — Sin [k?ﬂ-] 0 Monoclinique L 0 O O O \/§A14 All A12 ]
Orthotropi _ : 27 27 Orthotropi .
S [P] = | sin[kZ]  cos [k3] 0 (46) it — On aura donc 6 composantes indépendantes.
Cubique 0 0 ]. Cubique
> Rhomboédrique > Rhomboédrique
Iso. Transverse N . ~ . Iso. Transverse
Isotropie ou k ={1,2,3}. Il faut donc que A ait la méme expression lsotropie
Brefasians, dans les 3 bases obtenues a I'aide des matrices de passage Pefizaias,
Const. Ingénieur déﬁnies é I'équation (46) Const. Ingénieur
Isotropie transverse 55 / 95 Isotropie 56 / 95
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— Similairement a aux symeétries cubiques et rhomboédriques, un

tenseur isotrope transverse A est invariant par une rotation
arbitraire autour d'un axe donné. Par exemple, si 'axe
d'isotropie transverse est I'axe z, alors, la matrice de passage
est:

cosf@ —sinf 0
[P]=| sinf cosf 0 (48)
0 0 1

pour tout angle 6.
En répétant les mémes opérations que pour les autres symétries,
on trouvera qu'un tenseur isotrope transverse est de la forme:

A1y A Az O 0 0
A A A3 0O 0 0
| Az Az Az 0 0 0
A= 0 0 0 Ay O 0 (49)
0 0 0 0 Ay 0
L 0 0 0 0 0 Apn-—Ap |

Al An anra B ramnacantec indénandantac
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— Un tenseur A est isotrope s'il a la méme expression dans toutes
les bases qui sont obtenues par des rotations arbitraires autour

des tois axes

— La matrice de passage est comme celle de |'équation (44) mais

ou les 5 ont été enlevés.

Symétries mat. — En répétant les mémes opérations que pour les autres symétries,
on trouvera qu'un tenseur isotrope transverse est de la forme:
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[ Ann A App 0 0

A A A 0 0

A A Ap An 0 0
0 0 0 0 A1l — Ao

L0 0 0 0 0

— On aura donc 2 constantes indépendantes.

0
0
0
0
0

All - A12 |

(50)
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—  Si un tenseur d'ordre 4 est isotrope, on peut le décomposer en:
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—  En utilisant I'Equation (52) et si I'on fait les calculs, on a le
résultat suivant: J: J =J
Rappels Rappels
Définitions A B OéJ + ﬁK (51) Définitions — ” €n déCOU|e que:
Opérati N . . . . Opérati KT _ _
. srasens ouJ= %’L ®iet K=1-—J, avec ¢ et I les tenseurs identité . srasins - J:K=J:I-J)=J-J=0
!metrles f métries . . . _ _
. d'ordre 2 et 4. YRR - K:K=K:I-J)=K-0=K
Symétries mat. . , . < Symétries mat. )
e (voir démonstration au tableau ou I'on montre que J et B e — Les tenseurs J et K sont qualifiés d’orthogonaux.
Eu:::::p'e K sont isotropes) a:i:‘u':p'e — Pour un tenseur de rigidité isotrope, on aura que:
Iso. Transverse — SI on falt Ies CalCU|sl on aura que: Iso. Transverse
Const. Ingénieur 1 1 1 0 0 0 2 -1 1 0 0 0 Const. Ingénieur C == 3kJ + 2/J/K (53)
1 1.1 0 0 0 -1 2 -1 .0 0 0
jolfr 11000} o 1|-1 -1 2000 (52) ol k est le module de compressibilité et i le module de
310 0 0 0 0 0 3 0 0 0 3 0 0 il ¢
000000 0 0 0 0 3 0 cisatfiement. _
000 00 0 0 0 0 0 0 3 — Pour un tenseur de souplesse isotrope, on aura que:
1 1
S=—J+—K 54
3k 21 (54)
(voir la démonstration au tableau)
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— |l découle de ces observations les propriétés suivantes. Soient A — Soit € le tenseur des déformations, alors
et A’ deux tenseurs d'ordre 4. Alors:
Rappels Rappels 1 .
Définitions - A+A =(a+d)I+(B+p)K Définitions J:e=sph(e) = gtr ()1
Opérations _ A : A/ — (O{O//) J + (Bﬁ/) K Opérations 1 0 0 (55)
Symétries - A = )\oJ + )\/BK Symétries _fn + €22 + €33 01 0
Symétries mat. _ A_l _ lJ lK Symétries mat. - 3
Projecteurs. @ + ﬁ Projecteurs. 0 0 1
D> Isotropie _ SOIt A — aJ + 6K alors: D> Isotropie
Cubique Cubique (a2 démontrer en exercice)
Iso. Transverse _ a = J .. A Iso. Transverse . ) L.
c " —Y - . sph (&) est appelée partie sphérique de €.
onst. Ingénieur _ 5B - K .. A_ Const. Ingénieur . | '
= 5B —  Soit € le tenseur des déformations, alors
(voir démonstrations au tableau) 1 .
K:e=dev(e)=¢— gtr(s)z
1 [ 2611 — €22 —es3 3e12 3e13
=3 3e12 2e90 — €11 — €33 3ea3
3e13 3ea3 2e33 — €11 — €22
(56)

(3 démontrer en exercice)
dev () est appelée partie déviatorique de €.
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Interprétation

Projecteurs isotropes 62 / 95

—  Comme Az, Ay et Az sont trés petits devant L, alors:

Rappels 5 On aque Rappels V-V Azr+Ay+ Az
Définitions Définitions ~
o i 7 L (59)
Opérations tr (E) = €11 + €99 _|_ 533 Opérations - tr (E)
Symétries Az N Ay Az (57) Symétries
Symétries mat. = — _— —_— Symétries mat. .
brojecteurs L L L brojecteurs — Il est facile de montrer que:
m o . . D> Isotropie
Cu:)iqtuep ot Ax, Ay et Az sont les allongements infinitésimaux dans les CUL;qtuep V-V
Iso. Transverse directions x, y et z d'un cube de longueur L. o, TevEe tr (sph (e)) = tr (e) = BT (60a)
Const. Ingénieur . H V*VO Const. Ingénieur
~enstnesmEut -, Sj on calcule le changement de volume relatif, , on aura ~onst. ‘neenlewr tr (dev (€)) = 0 (60b)
que:
. — On peut donc voir que J permet d’extraire la partie d'un
V=W _ (L+Az)(L+Ay) (L+Az) - L tenseur d'ordre 2 qui correspond au changement de volume,
Vo L3 mais 3 forme constante. C'est pour cette raison que dans
B L? (Az + Ay + Az) I'expression de C, le module de compressibilité k& multiplie J.
L3 (58) —  On peut donc voir que K permet d'extraire la partie d'un
L (AzAy + AzAz + AyAz) n tenseur d'ordre 2 qui correspond au changement de forme a
L3 volume constant. C'est pour cette raison que dans |'expression
AzAyAz de C, le module de cisaillement ; multiplie K.
13
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— On aussi vu plus haut que J et K permettent d'extraire les
paramétres « et 3 (k et u quand A = C).

Rappels

Définitions — |l est intéressant de remarquer que k et p multiplient deux
Opérations tenseurs orthogonaux. Cela permet d'interpréter k et . comme
Smsiies des constantes associées a deux modes de déformation

Symeétries mat. indépendants.

Projectewrs. —, Ce n'est pas le cas avec le module d'Young E et le coefficient
D> Isotropie . . L, . .

Cubique de Poisson v qui font appel avec des déformations qui changent

Iso. Transverse

a la fois la forme et le volume (sauf pour v = 0.5).

— Pour ces raisons, on va préférer travailler dans ce cours avec
(k, ) qu'avec (E,v) pour caractériser des matériaux isotropes.
On verra que cela simplifie de beaucoup certains calculs.

Const. Ingénieur

— Définissons le tenseur

Rappels

Définitions Z=e1®e1®eL el +exRex ez es

OppEiiens +e3®ez ez es (61)

Symétries

Symétries mat. oll on peut voir que ce tenseur a la symétrie cubique. En effet,

% toutes les rotations de 5 autour d'un axe vont faire en sorte

B @l que les deux autres vecteurs vont étre interchangés.

S UETEED — Par exemple, si on effectue une rotation autour de ez de 7, on
aura que e} = ez et que e, = —ey. En appliquant la définition
de Z, on se rend compte que Z est invariant par les rotations
de 7, donc qu'il est de symétrie cubique.

— Comme J et K sont isotropes, ils possédent aussi la symétrie
cubique.

— Pour la symétrie cubique, on introduit les tenseurs suivants:

Const. Ingénieur

Ka=Z-J et Kp=K-K,=1-7% (62)
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—  On peut montrer que J, K, et K}, sont orthogonaux (voir
S preuve au tableau).
Définitions — Il en découle qu'un tenseur A a symétrie cubique peut

CrfEfns s'exprimer par:

Symétries A = OCJ + 6Ka + 'yKb (63)
Symétries mat. ~ e, . .

ororect — On aura les mémes propriétés (addition, inverse, double

rojecteurs. . . . . .

Isotropie contraction, multiplication par un scalaire) que pour le tenseur

D> Cubi ; i 8 A i
- Cupiaue isotrope, ce qui peut &tre trés utile pour les calculs.
so. Transverse

Const. Inzémieur  —  Pour interpréter les tenseurs J, K, et Ky, nous allons procéder
de la méme maniére que pour |'isotropie. Soit € le tenseur des
déformations.
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1 0 3812 3613
Rappels Kb LE = — 3512 0 3623 (65)

Définitions 3513 3523 0
Opérations

N — On peut donc voir que K, extrait la partie axiale de la partie
SriEs s déviatorique des déformations tandis que Ky, extrait les de
Projecteurs. cisaillement de la partie déviatorique du tenseur des

Isotropie d,f t

B e éformations.

Iso. Transverse — Alors, si C est un tenseur de rigidité & symétrie cubique, on
Const. Ingénieur aura que:

C = 3kJ + 21K, + 2uPKy, (66)

— Comme pour l'isotropie, J : € = sph (€)% oit u® et u® pourraient étre interprétés comme deux modules de
- cisaillement: u® pour le changement de forme d'un cube a un
prisme et u” pour le changement des angles droits du prisme.
K. o 1 [ 2en— %22 €33 5 0 8 — De maniére similaire a |'isotropie, on aura les relations
atlf=3 £22 T e T eSS suivantes:
0 0 2e33 — €11 — €22
(64)
JuiA=0a; Ka:A=28; Kp:A=3y (67)
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— Des relations similaires existent pour |'isotropie transverse.
S — Soit n, le vecteur d'isotropie transverse. On définit i le
1. .,
Définitions tenseur d'identité dans le plan transverse par:

Opérations . .
Symeétries ir=1—n ® n (68)

Symétries mat.

Proiecteure. - Par exemple, si n = e3, on aura:

Isotropie
Cubique
D> Iso. Transverse

Const. Ingénieur T =

|
o oo
o oo
o o

: (69)

O O OO

— On voit que 7 est 7 a laquelle on a retranché la composante
correspondant a la direction de I'axe d'isotropie transverse.

— Avec leur expressions matricielles, on peut facilement voir que
i - i = i1 et que (n®n)-iT:0.

— Introduisons le tenseur E;, =m@nQ@non

Rappels — Ce tenseur est isotrope transverse. Pour le montrer,
Définitions considérons n = e3. On peut voir que £, = 0 sauf pour
Opérations _ El,,, = 1. Considérons le tenseur Ef exprimé dans une
base qui est la base d'origine a laquelle on a fait subir une
rotation arbitraire autour de n. Alors, on aura:

Symétries
Symétries mat.

Projecteurs.
Isotropie

, — . .
éu:)siz.ue-rransverse EL7]kl B szpn] POk Ppl ELmnop (70)
Const. Ingénieur = P371P3]P3kP31EL3333
Avec la définition de P;; de I'équation (48), on voit que
P3; = 0, sauf pour P33 = 1. Alors, B =0, sauf pour

Lijr
i=j=k=1=3ouil vaut Er,,,. On vient donc de
prouver que Eg, est isotrope transverse.
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— Introduisons le tenseur JT = %iT R i1

Projecteurs pour l'isotropie transverse 70 / 95

— Introduisons le tenseur I. Ce tenseur permet d'extraire les
composantes dans le plan d'isotropie transverse d'un tenseur

Rappels — Ce tenseur est isotrope transverse. Pour le montrer, Rappels , . , . .
Definiti . - PP . Definici d'ordre deux. Par exemple, si e3 est I'axe d'isotropie transverse,
Deififere considérons i = eg. En utilisant la définition de 27, on a flosiincion -HEN.
Opérations que_ Opérations a |Ors: _ _
Symétries ' Symétries 1 O O O O O
Symétries mat. ]_ . . . . Symétries mat. O ]' O 0 0 0
Projecteurs. JT = 5 [IL ®1—-1® (n ® n) - (n ® n) X1 Projecteurs. o 00 0O0O0O0
Isotropie Isotropie IT - (72)
e > 00 0O0O0O0
Cubique +nRXnNRInN 'n,:| (71) Cubique
D> Iso. Transverse 1 D> Iso. Transverse 0 0 0 0 0 0
Const. Ingénieur = 5 [SJ + EL — 'I: ® (n ® n) — (n ® n) ® Z} Const. Ingénieur L O O O O O ]_ ]
) e o —  Si on effectue les calculs, on aura que:
— On a déja montré que J et Eg, étaient au moins isotropes
transverse. aj; app 0
- Montrez que % ® (n®n)+ (n ®m) ® 1 est isotrope It:a=| a1a ax 0 (73)
transverse. a faire en exercice 0 0 0
ce qui est bien le résultat voulu.
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— Introduisons les tenseurs suivants:

Rappels 1 . .
s KE:6(2n®n—ZT)®(2n®n—lT) (74a)
operatiens Kr=Ir—-Jr (74b)
Symétries

‘Symétries mat. KL=K-Kr—-Kg (74c)
Projecteurs.

3 2
o PP ironen) (74)

D> Iso. Transverse
ot F n'est pas symétrique.

— On peut montrer que tout tenseur A isotrope transverse peut
s'écrire sous la forme

Const. Ingénieur

A = aEy + It +9F +7Y'F" + 6Kt + §'Ky, (75)

oll v = 7 si A est symétrique. Cette relation générale est
présentée car il est possible que pour certains produits
doublement contractés, le tenseur résultant ne soit plus
symeétrique.

— Les tenseurs Er,, J7, Kg, KT et Kr, sont des projecteurs
orthogonaux, comme J et K, par exemple.

— Soit € le tenseur des déformations. Nous allons interpréter ces
différents tenseurs en considérant leur effet sur €. On considére

Symétries toujours que I'axe d'isotropie transverse est es.

Symétries mat. —  On peut voir que:

Projecteurs.

Rappels
Définitions

Opérations

Isotropie 0 0 O

Cubique

D> Iso. Transverse EL LE = O O 0 (76)
Const. Ingénieur 0 0 £33

— On peut voir que E, a I'effet d'extraire la déformation
uniaxiale selon I'axe d'isotropie transverse.
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— Si on fait les calculs, on aura que:
Raf els . + . 1 0 0
Définitions
Opérat:ions JT tE= - 2 = O 1 O (77)
0 0 0

Symétries
Symétries mat.

Projecteurs.
Isotropie

Cubique

D> Iso. Transverse

Const. Ingénieur

—  On peut voir que Jr extrait le changement de surface dans le
plan transverse.
— Si on fait les calculs, on aura que:

2e33 — €11 — €22 -1 00
Kpie=="2—1—21 0 —10 (78)
0 0o 2

— On peut voir que Kg extrait I'allongement a volume constant
selon |'axe d'isotropie transverse.

Projecteurs pour l'isotropie transverse
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— Si on fait les calculs, on aura que:

Rappels

- €11 — €22 2e12 0

erinitions

i KT LE = < 2612 €92 — €11 0 (79)

Opérations 2

0 0 0

Symétries
Symétries mat.

Projecteurs.
Isotropie

Cubique

D> Iso. Transverse

Const. Ingénieur

—  On peut voir que K extrait les composantes de cisaillement
dans le plan transverse (a surface constante).
— Si on fait les calculs, on aura que:

0 0 €13
KL LE = 0 0 €93 (80)
€13 €23 0

—  On peut voir que Ky, extrait les composantes de cisaillement
faisant intervenir I'axe d'isotropie transverse.
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— Si on fait les calculs, on aura que:
Rappels 1 533 O O
Deinie
elml I_ons <F + FT) T E = — £33 0 (81)
Opérations

Symeétries
Symétries mat.

Projecteurs.
Isotropie

Cubique

D> Iso. Transverse

Const. Ingénieur

\/i 0 0 e11+e

— En effectuant les calculs on voit F fait apparaitre 33 aux
positions 11 et 22 du tenseur résultant tandis que FT fait
apparaitre £11 et €99 & la position 33 du tenseur résultant.

— Le tenseur F fait donc apparaitre le couplage qu'il y a entre
I'allongement dans la direction d'isotropie transverse et celle
dans le plan transverse, et vice-versa.

— F n'est pas un projecteur orthogonal par rapport aux autres
tenseurs introduits pour définir |'isotropie transverse. Les régles
d'additivité et de contraction ne sont pas aussi simples que
celles décrites pour I'isotropie et la symétrie cubique.

Projecteurs pour l'isotropie transverse
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Rappels
Définitions
Opérations
Symétries
Symétries mat.

Projecteurs.
Isotropie

Cubique

D> Iso. Transverse

Const. Ingénieur

— Si on a deux tenseurs isotropes transverses A1) et A(2)| alors:

A + AP = (a1 + as) Eg,

+ B+ B)Ir+ (n+72)F+ (1 +5) FT
+ (51 + (52) Kt + (5/1 + 5/2) Ky, (82)

— Le produit contracté devient:

AMD . A®?) = (a1a2 + 7{72) Eg
+ (8182 + m175) It + (B1v2 + 11a2) F
+ (0175 +7162) F' + (0102) K
+(010) Kr (83)
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— |l est donc commode de représenter un tenseur isotrope — En effectuant les calculs, on trouvera que:
transverse par le triplet:

R | R |

e e EL:A=a; JruA=8 F :A=y
Définitions ’ Définitions , , (86)
Opérations A_ = {Q7 57 6/} R Q = |: a7 i| (84) Opérations F o A =73 KT i A— = 267 KL o A = 26

Symétries ’Y 6 Symétries . . . ,

P — L es res] o atoires devi g —— ce qui peut &tre trés utile pour trouver la décomposition d'un
Projecteurs. — Les regles operatoires deviennent donc: Projecteurs. tenseur isotrope transverse lorsque I'on connait son expression
Isotropie Isotropie tensorie”e

Cubique (1) (2) _ (1) / (2) ! Cubique !

D> Iso. Transverse A + A - Q ’ 51’ 61 + Q ’ 62’ 62 D> Iso. Transverse

Const. Ingénieur (1) (2) / / (853) Const. Ingénieur

Const. Ingénieur :{Q L Q ,51+52,51+52} Const. Ingénieur

A A@) 9(1),51,5'1} : {Q@),(sz,a;}
(85b)
= {Q(l) .9(2)’5152’5’155}
11
-1 _ -1
A = {Q 5y (85¢)
Introduction 79 / 95 Orthotropie 80 / 95
— On a souvent recours aux constantes d'ingénieur pour décrire — Avec les constantes d'ingénieur, la souplesse S d'un tenseur

S des tenseurs de rigidité ou souplesse. S orthotrope est donnée par:

Définitions —  Ces constantes sont physiquement plus faciles & comprendre Définitions - oy wm 0 0
i que celles présentées jusqu'a maintenant, mais ont des Orefietins ion _ETQ s
Symétries propriétés mathématiques moins intéressantes (on verra Symétries o )5 Es 0 0 0

. . v 1% 1
Symétries mat. pourquoi plus loin). Symétries mat. S = B B 5 U 0 0 (87)
, . . _ = 1
Projectewrs.__ —, On connait trois types de constantes d'ingénieur Projecteurs. 0 0 0 3¢, O 0
Const. Ingénieur , L . o L. Const. Ingénieur 0 0 O 1 0
D Introduction 1. Module d'Young E; défini par: E; = Zi lorsque le matériau Introduction 2G13 1
. . N . i1 . .

prihottopie est soumis & une contrainte o;;, toutes les autres étant Il L 0 0 0 0 0 25, |

sotropie Isotropie
Culfape nulles. Cubique e B 1 p )
Iso. Transverse .- . . L €5 Iso. Transverse — La rlgldlte C sera donnee par C=S (le resu|tat n est pas
0, P 2. Coefficient de Poisson v;; défini par v;; = —- lorsque le O (R > ) ,

" N . i donné ici car il est relativement complexe).
matériau est soumis a une contrainte o;;, toutes les autres o
&tant nulles — On verra plus tard que les rigidités et les souplesses sont

3. Les modules de cisaillement G';; dans le plan ij.

toujours symétriques. Cela permet de déduire les résultats
suivants:

Vo1 V2 V31

Vi3, V32 V23
Ey, Ey’

BB B B (88)
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Rappels
Définitions
Opérations
Symétries
Symétries mat.
Projecteurs.

Const. Ingénieur
Introduction

Orthotropie

D> Isotropie
Cubique

Iso. Transverse
Déf. Positif

— Avec les constantes d'ingénieur, la souplesse S d'un tenseur

isotrope est donnée par:

(5 p 0 0 0]
v 1 v
“F 5 F 0 0 0
s |2 -2 T o 0 o ()
o 0o o o0 o0
o 0 o0 0 Hr o
14+v
. 0 0 o0 0o 0 L
— En se rappelant que S = aJ + K, que a = J :: S et que
56 =K :: S, on aura que (aprés avoir effectué les calculs):
1-—2v 1
=— = 90
“TTE T 3% (90)
1+v 1
=% 2 (90b)

ol k et p sont les modules de compressibilité et de cisaillement,
respectivement.

Isotropie - note sur le module de compressibilité
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Rappels
Définitions
Opérations
Symétries
Symétries mat.
Projecteurs.

Const. Ingénieur
Introduction

Orthotropie

D> Isotropie
Cubique

Iso. Transverse
Déf. Positif

—

Par définition, le module de compressibilité relie la pression

hydrostatique p au changement de volume relatif AV/V} par la
relation:

AV

=k
P=5%

(91)

La pression hydrostatique est donnée par p = 0y;/3 et le
changement de volume relatif est donné par AV/Vjy = €.
En utilisant la souplesse d'un tenseur isotrope soumis a une
pression hydrostatique p, on trouve que:

E
k= ——— 92
3(1—2v) (92)
On peut donc voir que I'on peut relier les constantes devant les
projecteurs aux constantes d'ingénieur.

Symétrie cubique
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Rappels
Définitions
Opérations
Symétries
Symétries mat.
Projecteurs.

Const. Ingénieur
Introduction

Orthotropie
Isotropie

D> Cubique
Iso. Transverse
Déf. Positif

—  Avec les constantes d'ingénieur, la souplesse S d'un tenseur a

symétrie cubique est donnée par:

o o oFb-EEy

0]
Il
o o oFkEE-

o o obxE-Ex

(93)

cofoc oo
oo o oo

Jroococoo

— En se rappelant que S = aJ + K4 + 7Kp, que a =J :: S,

que 26 =K, :: S et que 3v = Ky :: S, on aura que:

1-2v 1

“=TF T (542)
14+v 1

= = 4b

T (94b)
1 1

TT9G T o (840)

ot k, u® et u® sont les modules de compressibilité et de

ricaillement

Isotropie transverse
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Rappels
Définitions
Opérations
Symétries
Symétries mat.
Projecteurs.

Const. Ingénieur
Introduction

Orthotropie
Isotropie
Cubique

D> Iso. Transverse
Déf. Positif

— Avec les constantes d'ingénieur, la souplesse S d'un tenseur

isotrope transverse est donnée par:

on ? o 0 0 0
| % |4
-5 A _é 0 0 0
—H —F £ 0 0 0
— E E E;
S 0 0 0 45 0 0 (%)
0 0 0 0 55 0
| 0 0 0 0 0 =

ou |'axe d'isotropie transverse est ez, By = F1 = Ey, E; = Es,
ve = vig = Va1, V) = v31 = v32, G = Gag = Ghs.
[l est aussi intéressant de définir les quantités suivantes:

— Le module de cisaillement transverse G; = %

— Le module de compressibilité transverse a état plan de

éformation Ky = -——2tEL____ (voir démonstration
déformation K; 2[(—vn) Br- 207 E] (voir démonstratio

au tableau).
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—  En se rappelant que

Rappels
Définitions

Opérations

1

S=aEy +B8Jr+7v (F + FT) + 0Kt + §'Kj, et en effectuant
les calculs, on aura que:

Isotropie transverse

86 / 95

Rappels
Définitions

Opérations

. / ,
— Si on nomme par af, 3¢ 7€, 0¢ et ¢ les modules d'un tenseur

de rigidité isotrope transverse C = S™! et en utilisant |a
relation (85c), on obtient:

Symétries o = EL b S = — (963) Symétries ac ’Vc o 1 /8 —’7 (973)
Symétries mat. El Symétries mat. '}/C 58 aﬂ — ’y2 _"}/ «
Projecteurs. Projecteurs.
Const. Ingénieur /6 — J . S — 1 " (96b) Const. Ingénieur c 1
Introduction T - E Introduction 5 = = (97b)
Orth i t Orth i (5
rthotropie rthotropie
Isotropie Isotropie
Cubique \/il/l Cubique ]_
D> Iso. Transverse Y= ’.)/ =F: S = — (96C) D> Iso. Transverse 60/ = — (97C)
Déf. Positif E; Déf. Positif o’
1 14y —  En utilisant les résultats de I'équation (96) on a que:
==Ky ::S= (96d)
2 Et 1—Vt
af = /B _ L
1 1 B Oéﬁ —~2 T 11 202
8 =-Kp:S=-—— 96e T EE (98)
B 2G, (96e) E, E; E
_ 2
— |l serait intéressant d'interpréter le lien entre les constantes = B +Av Ky
d'ingénieur et les modules utilisés pour définir une rigidité
isotrope transverse.
Isotropie transverse 87 /95 Isotropie transverse 88 /95
. .o, / .,
— On aura de plus: — Il est intéressant de remarquer que ¢ et §¢ sont reliés aux
Rl o 1 1 ra—— modules de cisaillement d'un matériau isotrope transverse.
Définitions B = af—2 =T a7 Définitions — B¢, qui multiplie J, fait aussi apparaitre un module de
— —u i . . .
Ortrmins v ! B BT B Opérations compressibilité, comme dans le cas de l'isotropie et de la
s B E,E, (99a) Symetries symétrie cubique. o . '
Symétries mat. TE(-u)— 2E,17 Symétiesmat. | es termes o et ¢ sont plus difficiles & interpréter car ils font
Projecteurs. Projectewrs. intervenir un couplage entre £, v; et K;.
Const. Ingénieur — 2Kt Const. Ingénieur
Introduction Introduction
Orthotropie Orthotropie
Isotropie c ’y \/il/l Isotropie
Cubique 'y - — 2 — 5 Cubique
D> Iso. Transverse a/B - 'Y 11— _ Lé (ggb) > I1so. Transverse
Déf. Positif Er B E Déf. Positif
= 2V2y K,
. 1
0° = 5= 2G, (99¢)
. 1
0¢ = 5= 2G, (99d)
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Rappels
Définitions
Opérations
Symétries
Symétries mat.
Projecteurs.

Const. Ingénieur
Introduction

Orthotropie
Isotropie
Cubique

Iso. Transverse
D> Déf. Positif

— Un tenseur A est dit défini positif si

a:A:a>0Va (100)

— Il est commun de noter A > 0 pour indiquer qu'il est défini
positif, bien que cette relation n'ait pas de sens.

— Lorsque A posséde les symétries majeures et mineures, on a vu
que la relation précédente s'écrit sous la forme

{a}" [A]{a} >0 V{a} (101)
ot {a} est un vecteur & 6 composantes et [A] est une matrice
6 X 6 symétrique.

— Lorsque I'on a une matrice carrée et symétrique, il est toujours
possible de trouver une base dans laquelle cette matrice est
diagonale. Si on nomme par \;; les termes sur la diagonale, qui
sont en fait les valeurs propres, la relation (101) devient:

ailza; >0 <= N\; >0 (102)
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—

Alors, pour déterminer si A > 0, il suffit de calculer ses valeurs
propres et de s’assurer qu'elles soient toutes strictement
positives.

En mécanique, on montrera plus tard que S > 0 et C > 0,
sinon, le matériau n'est pas admissible thermodynamiquement.
Si on entre une matrice de rigidité qui n'est pas définie positive
dans un code de calculs par éléments finis, on peut obtenir des
erreurs. C'est ce qui arrive typiquement lorsque I'on ne connait
pas toutes les propriétés mécaniques (constantes d'ingénieur) et
que I'on fait des suppositions.

Déterminer si la rigidité ou la souplesse de notre matériau est
définie positive est donc trés important et a des implications
pratiques.
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— Pour un matériau isotrope, la matrice de rigidité C est donnée

par:
F at2 _ B -
a—f3 a+23 a—f3 00 0
3 3 3
a—f a—B  at28 0 0 0
C= 3 3 3 (103)
0 0 0 5 0 0
0 0 0 8 0
0 0 0 00 8]

— Les valeurs propres de C sont obtenues en résolvant le systéme
det[C — AI] = 0. Compte tenu de la forme de C, on peut voir
que I'on aura trois valeurs propres répétées qui valent /3 (trois
derniers termes sur la diagonale) et les autres valeurs propres
seront données par:

a+28—X\ a—pf a—pf
det — a—f a+28—A\ a—f
31 a-3 a—B  a+28-A

=(a=N)(B-N?>=0 (104)
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Il faut donc que o = 3k > 0 et 5 = 2u > 0 pour que C > 0.
Avec les constantes d'ingénieur, on a que k = ﬁ On voit
que £ > 0 et que v < 0.5.

Avec les constantes d'ingénieur, on a que p =
que £ >0etquerv > —1.

Donc, un tenseur isotrope sera défini positif uniquement si
E>0et —-1<v<0.5.

E

S00) On voit
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—  Pour un matériau a symétrie cubique, la matrice de rigidité C
est donnée par:
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—  Pour un matériau isotrope transverse, la matrice de rigidité C
est donnée par:
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at28  a-B  a—B 7 T B+s =0 4 T
Opérations 3 T T O 0 0 Opérations 2 2 \/E O 0
" a=fB at28 a=B 4 o " B=8 p+é v
Symétries 3 3 3 Symétries 5 5 ﬁ 0 0
Symétries mat. aTiﬁ (XTiB atfﬂ O 0 O Symétries mat. s s « 0 0
Projecteurs C - O 0 0 f)/ 0 0 (105) Projecteurs C = \/i \/5 5/ (106)
' ' 0 0 0 00
onst. Ingénieur onst. Ingénieur
I(;troZutl:tion 8 8 8 8 g 0 I(:mtrozluj:tion 0 0 O 0 5/ 0
Orthotropie ’Y Orthotropie
Isotro:iep - - Is:;ro:;iep - 0 O O O O 5 -
Cubique . Cubique
o, Tewsees: —  Les valeurs propres de cette maifrlce sont- {a, 5, _5’_7’%_7}' km, TETBEEs — Comme pour l'isotropie et la symétrie cubique, on peut voir que
D> Déf. Positif Donc, pour un tenseur a symétrique cubique défini positif, on D> Déf. Positif (8,6, 5} seront des valeurs propres. Pour les autres valeurs
aura. propres, on doit solutionner pour A
1. E>0
B+6 B—o
2. G>0 AU R
3. ~1<v<05 det | 52 B2-x =0 (107)
. e _
7 7 a— A
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— Si on fait les calculs, on aura I'équation caractéristique suivante:
e G=N(af =72 —(a+B)A+A2) =0 (108)

Opérations .
— On voit que ¢ est une valeur propre et les deux autres seront

données par la solution de I'équation de la parenthése de droite,
soit

Symeétries
Symétries mat.

Projecteurs.

Const. Ingénieur

Introduction o+ ﬂ + \/(O{ + B)Q —4 (Oéﬂ - 72)
T o= 2

Cubique

(109)
o amves —  On voit donc que les deux derniéres valeurs propres seront
positives si a > 0, 8 > 0 et a3 > 2.
— Alors, si on récapitule, C > 0 si et seulement si:

a>0; >0, §>0; &>0; af>n~> (110)

—  En connaissant le lien entre les constantes d'ingénieur et les
modules donnés plus haut, on peut tirer les inégalités a
respecter entre les diverses constantes.




