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Corps

Ensemble de nombres (R, C, etc.) utilisés pour définir un

espace vectoriel.

Espace vectoriel linéairel

Ensemble d’entités mathématiques (scalaires, vecteurs,
fonctions, matrices, etc.) définis sur un corps et ayant
certaines propriétés communes.

> Par exemple, R3, qui pourrait &tre noté R x R x R,
pourrait étre I'ensemble des triplets (z1, z2,z3) ol
x; € R.

Les régles pour un espace vectoriel linéaire sont:

1. Sizxetye E,alorsz+ye k.
2. SiaeRetaxec FE, alorsar e F

Il est intéressant de noter que les objets d'un espace

vectoriel (z, y, etc.) sont appelés vecteurs méme s'il s'agit

de scalaires, vecteurs, matrices, fonctions, etc.
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Produit scalaire

Pour x,y € FE, le produit scalaire dénoté < x,y > est une
fonction qui associe le doublet (z,y), compris dans |'espace
E x E, a un élément de R. En langage mathématique,
cette phrase s'écrit: <-,- > Ex E —>R.

Les propriétés du produit scalaire sont les suivantes:

1. <ar,y>=a<z,y>
2. <zxHy,z>=<z,2>+<y,z>
3. <z, x>>0six#0, <z, z2>=0 <= =0

Des exemples de produit scalaires sont:

1. <z,y>=>,_,Tryr ol xz,y € R"
2. < f,g>= fol f(x)g(x)dx ou f, g sont des fonctions
continues pour z € [0, 1]
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— Une application n-linéaire est une application qui fait
correspondre a un vecteur w, n vecteurs. La Figure 1 illustre
schématiquement une application bi-linéaire.

Application e
n-linéaire S

Figure 1: Représentation d'une application bi-linéaire qui prend le

couple de vecteurs (u,v) de I'espace E x F et y fait correspondre

un vecteur w dans un espace S. Si on nomme [ cette application
linéaire on écrira: | : E x F — S.
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— Les propriétés de n-linéarité sont les suivantes. Soient

N (ul,u?,...,u™) n vecteurs appartenant a différents espaces
Espace vectoriels, a1, a9, ...a, € R et T cette application n-linéaire.
> App. n-Lin.

On aura:

Définitions

Opérations

T (aqu', asu?, ... apu™) =

Symétries

Symétries mat. (1 X ag X ... %X an) T (!, u?, ..., u") (1a)

Projecteurs.

Const. Ingénieur

T(u! + ™t u? ™2, ) =

11=119=1 in=1

STN LS Tt et ety (1)

’1,1—0 ’1,2 =0 ’Ln—O
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— Par exemple, pour une application bi-linéaire, on aurait

Rappels

T (aqu', asu?) = araoT (uh, u?) (2a)

Espace
> App. n-Lin.

Définitions

Opérations T(ul _I_ ’U,S, u2 _l' u4) —

Symeétries ,7-(ul7 ’LL2) n T(Ula ’LL4) + T(u?)’ u2) + T(ug, u4) (2b)

Symétries mat.

Projecteurs.

— Une forme n-linéaire est une application n-linéaire qui fait

Const. Ingénieur

correspondre n vecteurs a un scalaire appartenant a un corps.
—  Particularités a notre cours

— On notera par E |'ensemble de tous les triplets de scalaires
réels permettant de définir tous les vecteurs de dimension 3.
En d'autres termes F est R x R x R, ou R est considéré
comme un espace vectoriel.

— On notera par {€1, €2, €3} les vecteurs formant une base
orthonormée de F.
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—  Définition:

Rappels — Un tenseur d’ordre 1 permet de définir une forme linéaire
Définitions Ssur E

> Tens. 1

IG"S-j — Si on note par t un tenseur d'ordre 1, alors on aura:

ens.

Opérations

tfuy=a otue FetacR (3)

Symétries

Symétries mat.

— Le produit scalaire “classique” est une forme linéaire. Si u € F,

Projecteurs.

dans ce cas on aurait:

Const. Ingénieur

1=3
t(u) = Z tiu;
i=1

= t1uq + touz + t3us

(4)

=3¢
—  On peut montrer que les composantes de ¢ sont données par:
t(€;) =t (5)

— Voir démonstration au tableau pour la linéarité et (5).
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— Un tenseur d’ordre 2 permet de définir une forme bi-linéaire sur

E x F.
— Si on note par 7 un tenseur d'ordre 2, alors on aura:

T(u,v) =a otu,vE€Fetach (6)

s La forme bi-linéaire suivante est un tenseur d'ordre 2:

1=3 7=3
;(Ua v) = Z Z Ui TijV;
i=1 j=1
i=3
= E U;Ti1V1 + U;Ti2V2 + U;T;3V3
i=1 (7)

UIT11V1 + U2T21V1 + U3T31V1+

U1T12V2 + UQT22V2 + U3T32V2+
U1T13V3 + U2T23V3 + U3T33V3

= X

— Voir démonstration au tableau pour la bi-linéarité
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U

Un tenseur d'ordre 4 peut avoir plusieurs significations.
Forme 4-linéaire de E* : T(u,v,w,a) = a ol u,v,w et a € E

et a € R.

—  Par exemple,

3 3 3 3

(u,v,w,a) = S: S: S: S: wivjwraLij = a  (8)

i=1 j=1 k=1 I=1

1113

— La propriété de 4-linéarité se vérifie de maniére analogue a
la bi-linéarité pour les tenseurs d'ordre 2.
— Cette interprétation est rarement utilisée en mécanique.
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— Un tenseur d'ordre 4 peut avoir plusieurs significations.
—  Forme bi-linéaire de F' x F', ou F est |'espace des tenseurs

Rappels

Définitions d,ord re 2

Tens. 1

— —  Par exemple,

> Tens. 4

Opérations 3 3 3 3

Symétries l (é, ;) = y: y: y: y: 5ijTjilekl = X (9)

Symétries mat. - 1=1 9=1 k=1 [=1

Projecteurs.

Const. Ingénieur — Si B et 7 sont la déformation ¢ et si T est le tenseur de
rigidité C, alors un tenseur d'ordre 4 peut servir & définir

I'énergie de déformation.
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%

Un tenseur d'ordre 4 peut avoir plusieurs significations.
Application linéaire de F' x F', ou F' est |'espace des tenseurs

d'ordre 2.

—  Par exemple,

3 3

(Q) = Z Z TijkiBrr = Tij = T (10)

k=1 [=1

1M

— Si 3 est |la déformation ¢ et si T est le tenseur de rigidité C,

T est le tenseur des contraintes o.
— Un tenseur d'ordre 4 peut donc faire le lien entre les
déformations et les contraintes.
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Deux tenseurs d'ordre m et n permettent de créer un tenseur
d'ordre m + n par |'opération suivante:

Aivig. i @ Bjijo. jn = Aivia.imBjijo...jn

Par exemple:

0]

u

is:

a1b1 a1b2
a®b=a=ab; =a;; = | a2b1 a2bs
| aszbr  asbs

a été représenté comme une matrice.

a1bs
asbs

azbs

(11)

(12)
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Le produit scalaire de deux vecteurs peut s exprimer par

— — 3

U-U =) 5 1 U

Avec la notation d Einstein, on suppose qu'il y a somme sur
tous les indices répétés. On pourra donc écrire:

3
E U; V3 — UV
1=1

On qualifiera les indices répétés de “muets’ car on aurait pu
obtenir le méme résultat en écrivant u;v;, u,v,, etc.

On qualifiera de “franc” un indice qui ne disparait pas lors de
|'opération.

(13)
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— Le produit n-fois contracté consiste dans un premier temps a

effectuer le produit tensoriel entre deux tenseurs et par la suite
répéter n paires d'indices ot un indice appartient & chaque
tenseur originel.

Par exemple, considérons le produit simplement contracté, noté
par un point (-), entre deux tenseurs d'ordre 1, qui s'écrira:

U - :

1. On réalise le produit tensoriel: ©u ® v = u;v;
2. On répéte une paire d'indices: u;v; devient u;v;

Alors, en vertu de la convention d'Einstein,
UV = U1v1 + UV + u3v3.
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— Considérons le produit simplement contracté entre un tenseur

d'ordre 2 et un tenseur d'ordre 1, qui s'écrira: € - u:

1. On réalise le produit tensoriel: € ® u = ¢;;uy
2. On répete une paire d'indices: ¢;;uy devient ;;u; = v;

On aura un indice franc (i) et un indice répété (j), ce qui
donne comme résultat un tenseur d'ordre 1.

Pour le produit doublement contracté, noté par (:), on
contracte deux paires d'indices. Par exemple, si on calculait
€ : g, on aurait:

1. On réalise le produit tensoriel: ¢ ® g = €0
2. On répéte deux paires d'indices: €;;0y; devient €;;0;; = a

ce qui est un scalaire.
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— Le produit C : € conduit 3

1. On réalise le produit tensoriel: C ® g = Cyjpiemn

2. On répéte deux paires d'indices: C;jriemn devient
Cijkl€ri = Oij
On aura deux indices francs (ij) et deux indices répétés (kl), ce

qui donne comme résultat un tenseur d'ordre 2.
Le produit C : M conduit a

1. On réalise le produit tensoriel: C ® M = C;;p Mynnop

2. On répete deux paires d'indices: C;jpi Mpnop devient
Cijklelop — Aijop

On aura quatre indices francs (i¢jop) et deux indices répétés
(kl), ce qui donne comme résultat un tenseur d’ordre 4.
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Pour le produit quatre fois contracté, noté par (::), on
contracte quatre paires d'indices. Par exemple, si on calculait
:: B, on aurait:

On réalise le produit tensoriel: A ® B = A; ;11 Bmnop

N ]

On répéte quatre paires d'indices: Aijki Brmnop devient
Ak Briij

ce qui est un scalaire.

Il doit étre noté que la position des indices contractés vient
d'une convention. On aurait pu contracter des indices a des
positions différentes. On verra pourquoi plus tard cette
convention est utile.

Il est intéressant de noter que les produits contractés
permettent de définir des formes et des applications linéaires.
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—  Par définition, le Delta de Kronecker, 9;; est:

1 pour? =7

0ij = (14)

0 autrement

— C'est une quantité fort utile pour les manipulations des tenseurs
et il est important de la maitriser.
— Par exemple, le produit:

00 =0ij0j) = Oik =g (15)
Voir démonstration compléte au tableau.

— La contraction d'un tenseur d'ordre 2 avec le § fait en sorte que
le tenseur résultant est celui qui a été contracté ou I'on
remplace l'indice contracté par celui qui ne I'est pas dans le
Delta de Kronecker.



Les tenseurs identités 19 / 95

— L'identité d'ordre deux, nommée 7, est définie par i-g=g. On

Rappele voit avec |'équation (15) que ix; = dy;.

— L'identité d'ordre 4 générale, nommée 19, fait en sorte que

Définitions

Opérations Ig : A = A
Produit = — —
Einstein 0y PP .
CortEeion — Si l'on définit Ifjkl = 0,04 et que l'on calcule I9 : A, on
Delta ] = —
D> Identités aura.
Dérivée . .
Ch. base 1. Produit tensoriel I ® A = 0;1.0 1 Amnop
Symeétries 2. Contraction sur deux paire d'indices:
S étri t.
Py”_'e e 0ik 01 Amnop — 0ik0j1Aklop-

rojecteurs. . . -,

: 3. Application de la propriété du Delta de Kronecker:

Const. Ingénieur

5il<:5leklop — Aijop — A

— On a donc démontré que la définition d'identité proposée
rencontre |la propriété de |'identité.
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— L'identité générale n'est pas utilisée en mécanique car elle ne
conduit pas a une représentation matricielle (on verra plus loin).
Comme les tenseurs d'ordre 4 utilisés en mécanique sont
symétriques, on utilisera I'identité définie par:

0ik 051 + 0il0jk

Liji = 5 (16)
— Sioncalcule I: A, on trouve que:
Aijrl + Ay
[:A= gkl T Ajik (17)

2

ce qui est égal a A uniquement si A;ji = Ajin
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La dérivée d'un tenseur A € E™ par rapport a un tenseur
B € E™ est définie par:

0A; iq. i
aBj1j2---jn

= Civig..cimjijo..jn (18)

ol, comme pour le produit tensoriel, le tenseur résultant est un
tenseur d'ordre m + n.

Voir exemple au tableau portant sur la dérivée de
I’énergie de déformation.
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— On souhaiterait, a partir de la connaissance des composantes de
V exprimées dans le repére zyz obtenir celles dans le repere
CU,y,Z/

— Cela peut se faire a I'aide de la connaissance des cosinus

directeurs. En 2D on aura les angles directeurs:

Figure 2: lllustration des angles directeurs
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T
( /
Vz
¢V,
/
L V2
cosO(z',x) cosO(y',z) cosB(Z, x)
Ve Vi, 'V, 0(x’ 0(y' 0z 19
{ Ve Vy Vi }| cosO(a!,y) cosO(y,y) cosfB(z',y) | (19)
cosf(z',z) cosO(y',z) cosB(Z,z2)
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T /

cosO(z',x) cosO(y',z) cosO(z',x)
={ Vo V, V. }| cosO(z',y) cosO(y',y) cosO(z,y)
V. cosf(x',z) cosO(y',z) cosb(,2)

/
Va
/

Yy

On peut voir que ces opérations consistent a projeter les
composantes de V sur les vecteurs de la base 2/y/%’.

On peut aussi voir que les colonnes de la matrice sont les
composantes de 2/, vy’ et 2/, respectivement, exprimées dans la
base {x,y, 2}

Cette matrice, nommée matrice des cosinus directeurs, est

notée par |P| et permet de définir les relations suivantes:

V! = P;;V; (20a)

V; = P,V 20b
J "
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Vi = PV

Vi = P;V;

— A I'équation précédente on a utilisé le fait que Pj; Pjx, = &1 (ou
autrement dit [P]™* = [P]1).

—  Cela est facilement démontrable car la matrice [P] est
orthogonale, c'est a dire qu'elle est formée de vecteurs colonne
qui sont orthogonaux et unitaires.

— Le produit Pj; Pjj est en fait le produit scalaire entre le
vecteur 7 et le vecteur k. Comme les vecteurs sont unitaires,
alors le produit du vecteur ¢ avec lui-méme donne 1.
Comme les vecteurs sont orthogonaux, le produit entre un
vecteur ¢ et un vecteur k, pour ¢ # k, donne 0. On retrouve
la définition du Delta de Kronecker, qui est aussi |'identité
d’ordre 2.



Changement de base d’'un tenseur 26 / 95

Rappels

Définitions

Opérations

Produit
Einstein
Contraction
Delta
Identités
Dérivée

> Ch. base

Symétries

Symeétries mat.

Projecteurs.

Const. Ingénieur

%

Pour un tenseur d'ordre 2, on avait que:

T(u,v) = wTiv; = ouu,vE€ EetaelR (22)
Imaginons maintenant que u et v sont exprimés dans une autre
base {2',y/, 2'}. On aura u; = Pjpu; et v; = Pyv,.

L'équation (22) devient alors:

T(u, v) = w;Tijv;

(23)

||
3

S
&
<

Puisque les vecteurs u, v et v/, v’ représentent la méme
quantité, il est normal que 7(u,v) = 7’(u/,v"). On tire donc la
formule de changement de base:

Tlld = PikleTij (24)
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—  Pour un tenseur d'ordre 4, on procéde d'une maniére
complétement analogue. On peut utiliser n'importe quelle
interprétation déja donnée. On aura par exemple, pour u, v, w
eta € b

g(u7 v, W, CL) — CZ—Yijkluivjfwkal
= Tijit (Pimtm) (Pinvn) (Prows) (Pipay,)
— (PiijnPkOPlpcrijkl) u;nv;wga;

T nopUmVn Woly

/ / / / /
=T (u,v,w,a)

(25)

I
Q

—  On tire donc la formule de changement de base pour un tenseur
d’ordre 4-
T, — PiijnPkoPlpcrz'jkl (26)

Mnop
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Un tenseur d'ordre 2 est dit symétrique si a;;; = ;. Cela fait
passer le nombre de constantes indépendantes de 9 3 6.

La majorité des tenseurs d'ordre 2 utilisés en mécanique sont
symétriques (contraintes, déformations).

Tenseur d'ordre 4

%

Un tenseur d’'ordre 4 qui a les symétries dites mineures est tel
que A = Ajikt = Aijik = Ajitk-

Un tenseur d'ordre 4 qui a les symétries dites majeures est tel
que Az’jk:l — Aklz’j-

Un tenseur d'ordre 4 qui a les symétries majeures et mineures a
jusqu'a 21 constantes indépendantes (au lieu de 81 quand il n'y
a pas de symétrie.

La grande majorité des tenseurs d ordre 4 en mécanique du
solide possédent les symétries majeures et mineures.
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Lorsque les tenseurs d'ordre 2 et d'ordre 4 présentent les
symétries énumérées au transparent précédent, il est possible de
représenter un tenseur d ordre 2 comme un vecteur a 6
composantes et un tenseur d'ordre 4 par une matrice 6 x 6.
Par exemple, un tenseur d’'ordre 2 peut étre représenté par:

11
22
(33 B
V2ags | M
V2as1
- V2a19

Dans toute la suite, les indices majuscules (e.g. I, J, etc) seront
utilisés pour indiquer que |'ont fait référence a un tenseur
exprimé sous la notation matricielle.

(27)

i=
|




Représentation matricielle des tenseurs symétriques

30 / 95

Rappels

Définitions

Opérations

Symétries

Symétries
> Représentation
Conventions

Symétries mat.

Projecteurs.

Const. Ingénieur

sous la forme:

Al 122
A2222

As322
V2A232:

\/§A3122
\/§A1222

—  On écrira alors que

Ai1ss3
Asoss

Ass3s
V2A 5333

A=Ay,

\/iAl 123
\/§A2223

V2A 3303
2A 9393

\/§A1131
\/§A2231

V2A 3331
2A9331

2A 3131
2A 1231

— En notation matricielle, un tenseur d'ordre 4 pourra s'écrire

\/§A1112
\/§A2212

V2A3315
2A9319

2A3112
2A1212

(28)
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Cette notation est appelée notation de Voigt modifiée.
Avec cette notation, le produit doublement contracté devient

U

Rappels

Definitions un produit scalaire entre vecteurs ou entre un vecteur et une

Opérations matrice.

Par exemple, 0 : € = oy¢7

1

Symétries

Symétries

1

S Pour le produit entre un tenseur d'ordre 4 et un tenseur d’ordre
Représentation . . L.
Conventions 2, cela équivaut au produit matriciel: A : e = Ajje;.

Symétries mat.

1

Les mémes régles s'appliquent pour la dérivation.

Projecteurs.

Les tenseurs identités sont:

1

Const. Ingénieur

(29)

s>

|

L=

|
cCoO RO OO
I e i e N e Rl
—_— o 0 0o oo

S OO OO
SO O O = O
S OO =R OO

O OO = ==
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Rappels

Définitions

Opérations

Symétries

Symétries
Représentation

> Conventions —

Symétries mat.

Projecteurs.

Const. Ingénieur

Dans la littérature scientifique actuelle, la convention est
d'utiliser des lettres romaines majuscules pour les tenseurs
d'ordre 4 (e.g. A, B,C, etc), des lettres grecques minuscules
pour les tenseurs d'ordre 2 (e.g. «a, 3,7, etc) et des lettres
romaines minuscules (e.g. a, b, ¢, etc.) pour les tenseurs d’ordre
1.

L 'ordre d'un tenseur peut étre représenté par le nombre de
barres (ou de tildes ~ dans certains ouvrages) en-dessous ou
en-dessus des lettres. C'est ce qui a été adopté jusqu'a
maintenant.

Pour des raison de typographie, dans les journaux scientifiques,
on utilise les caractéres gras pour représenter un tenseur. Par
exemple, a, «, et A représenteraient des tenseurs d'ordre 1, 2
et 4, respectivement, tandis que a, o et A représenteraient des
scalaires (car ils ne sont pas en gras).

Dans le cours, nous allons utiliser indépendamment la notation
avec les barres en-dessous (pour le tableau essentiellement) et
les lettres grasses pour le polycopié.
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—  Certains matériaux ont des microstructures qui présentent
certaines symétries.

Rappels

Définitions — Certains monocristaux ont une microstructure qui présente
Opeérations des plans de symétrie (i.e. les atomes sont disposés de sorte
Symétries

que |'on peut établir un plan de symétrie)

Symétries mat.

— Certains composites ont les fibres alignées selon certaines

> Introduction

Triclinique directions, ce qui fait que l'on peut avoir soit des plans ou
Monoclinique L.

Orthotropie des axes de symétrie.

Quadratique . ) .

Cubique —  Ces microstructures vont avoir un effet sur les matrices de

Rhomboédri U P £ '
S SRR rigidité et de souplesse, notées C et S respectivement

Iso. Transverse

Isotropie ' . . o
| — Ces tenseurs d'ordre 4 vont prendre des formes particuliéres

Projecteurs.

et on verra que le nombre de paramétres indépendants pour

Const. Ingénieur

les caractériser diminue.
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Symétries mat.

Introduction

D> Triclinique
Monoclinique
Orthotropie
Quadratique
Cubique
Rhomboédrique
Iso. Transverse

Isotropie

Projecteurs.

Const. Ingénieur

Un matériau triclinique est un matériau qui ne présente aucune
symétrie dans sa microstructure

— Le matériau aura donc 21 constantes qui sont distinctes
— En fait, il est possible de montrer que le nombre de

contantes non nulles peut étre réduit a 18 par un
changement de base approprié.
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Exemple

Rappels

Définitions

Opérations C 588 227 229 -3 1 —0.7
Symétries 227 591 232 —6 4 -2
Symétries mat. C— 229 232 600 —10 5) —4
Introduction ~ | -3 -6 —10 35 -7 6
omeeTiane L T
Orthotropie " —0.7 —2 —4 6 =9 341 A

Quadratique
Cubique
Rhomboédrique
Iso. Transverse

Isotropie

Projecteurs.

Const. Ingénieur

Figure 3: Exemple de matériau triclinique. Fibres (f) longues
d’'orientation quelconque dans une matrice (m) isotrope. Ey = 300GPa,
E,, = 70GPa, vy = v, = 0.3, f, = 30%. C obtenue par calcul é&léments

finis d'une cellule de base sur laquelle on a appliqué des conditions aux
rives périodiques. Gracieuseté de Amine El-Mourid.
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— Un matériau monoclinique présente un plan de symétrie dans sa
microstructure

Rappels

Définitions — Cela veut dire que si on exprime ce tenseur dans une base
ORSiatioh: dont un vecteur est selon la normale au plan de symétrie, ce

2ymetries tenseur aura la méme expression dans une base qui est la

Symétries mat. P . - s

S oduction réflexion de la premiére

Triclinique —  Supposons par exemple un tenseur A exprimé dans la base
> Monoclinique , . .
Orthotropie formée par les vecteurs {eq, e2, es} (qui sont en fait
S“z_drat‘q“e orientés selon les axes x, y et z). Si A est monoclinique et
ubique . . .
Rhomboédrique que son plan de symétrie est normal a eq, alors, il aura la
Iso. Transverse A -

otrone méme expression dans la base {e1, —es, e3}.

S — La matrice de passage de |la premiére base a la seconde est:

Const. Ingénieur _ _

|P] = (30)

o O =
|

O = O

_ O O
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Symétries mat.

Introduction
Triclinique

> Monoclinique
Orthotropie
Quadratique
Cubique
Rhomboédrique
Iso. Transverse

Isotropie

Projecteurs.

Const. Ingénieur

—  Supposons A sous la forme générale suivante (en se rappelant
qu'il posséde les symétries majeures et mineures):

— Si on applique la relation de changement de base
Afwkl = Pi Prj Pok Pyt Amnop, €n notant que

Pug=—(—1)"00p = — (—1)" dap (pas de somme sur a et )
et en appliquant les propriétés du produit simplement contracté
de la fonction de Dirac, on a:

fien = (— IDEAREE Ajirr (pas de somme sur indices) (32)

— Pour que A soit monoclinique, il faut que Amkl Aiirl
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Introduction
Triclinique

> Monoclinique
Orthotropie
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Isotropie

Projecteurs.
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— Effectuons les vérifications en supposant des termes non-nuls:

/ /

11 — 441111 —
/ . / .
12 — 411122 —
I
13 —

4= V247103 # (-

/16 — fA1112 (

22:

r_
23 =

/24 — \/§A/2223 7é (—
’25 — \fQA/2231 — (—
/26 — \@A/2212 7é (—

A
33 —

34_fA 3237é (_

(

~D* A1 = A = An

(—1)% A1190 = Aj120 = Apo

1133 = (—1)° A1133 = Aj133

= Aj3

L]
[]
L]

1)"V2A1195 = —V2A1193 = Ay O
/15 — \fA/1131 — (—1)6 \@A1131

ho3g = (—1)" Agaas

hogo = (—1)% Aga99 = Aggas = Aoo
= Agoz3 = Aas

= V241131 = A5
1)° V2A1112 = —V2A1112 = At

L]
L]

[]
L]

1)? V2A0903 = —V2A9903 = Aoy [

hazs = (—1)" Assss
)M V2A3303 = —V2A3303 = A3y [

1)® V242931

= As333 = Ass

= V/2A9031 = Aos
1) V245919 = —V2A5919 = Asg

[]

]
L]
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Opérations

Symétries

Symétries mat.

Introduction
Triclinique

> Monoclinique
Orthotropie
Quadratique
Cubique
Rhomboédrique
Iso. Transverse

Isotropie

Projecteurs.

Const. Ingénieur

—  Suite des vérifications

b5 = V2444 = (—1)'7 V2A3331 = V243331 = Ag5 [
be = V2A4a15 # (1) V2A3310 = —V2A3310 = Agg [

Ay = 20555 = (1) 249303 = Aggo3 = Agy [

Ay = 2A0351 # (—1)” 249331 = —2A40331 = Ags [

16 = 245510 = (—1)° 249310 = 242310 = Agg O

Ly = 24415 = (—1)° 243131 = 243131 = As5 O

Al = 24515 # (—1)" 245110 = —2A3112 = A6 O

Afg = 240915 = (—1)° 241912 = 241910 = Ags [

— Basé sur ces résultats, on peut voir que pour avoir que
/ _ . : .

A1y = A1g = Ags = Age = Azy = Aze = Aus = As6 =0 (33)
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Projecteurs.
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— Alors, si A est monoclinique et que le plan de symétrie a sa
normale selon eg, alors la forme générique de A est:

- Ay A Az 0 A O
Ajg Az Az 0 Ay 0
A — A3 Aoz Az 0 Aszs 0 (34)

0 0 0 A 0 Aegs

— Pour le cas ot le plan de symétrie a sa normale selon e ou eg,
il suffit d'intervertir certaines lignes et colonnes pour les indices
423 60.

— On peut voir que I'on aura 13 constantes non-nulles. On peut
montrer que |'on peut ramener cela a 12 par un changement de
base approprié, ce qui fait que I'on a en fait 12 constantes
indépendantes.
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Projecteurs.
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— Si un matériau monoclinique de souplesse S est soumis a un
chargement axial dans la direction e, alors la déformation est

donnée par:

S11011

S12011

S13011
0

S15011
0

—  On peut voir que contrairement a un matériau isotrope,

€33

0
V2e31
0

(35)

€99 # €33 et qu en plus, malgré que |'on ait un chargement

uni-axial, une déformation de cisaillement e3; apparait.

— Un exemple d'un matériau monoclinique serait par exemple une
rangée de fibres dans un composite qui seraient comprises dans
un plan mais qui ne serait pas alignées selon les autres axes.
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Quadratique
Cubique
Rhomboédrique
Iso. Transverse
Isotropie

Projecteurs.

Const. Ingénieur

[ 135

53
62
0
6.8
0

53
132
55
0
1.6

0

62
55
156
0
18
0

Figure 4: Exemple de matériau monoclinique. Fibres (f) longues alignées
et faisant un angle dans le plan xz dans une matrice (m) isotrope. Plan
se symétrie selon la direction y. E¢ = 300GPa, E,, = 70GPa,

v = Uy = 0.3, f, = 30%. C obtenue par calcul éléments finis d'une
cellule de base sur laquelle on a appliqué des conditions aux rives
périodiques. Gracieuseté de Amine EI-Mourid.



Orthotrope

43 / 95

%

Rappels

Définitions

Opérations

Symétries

Symétries mat.

Introduction
Triclinique
Monoclinique
> Orthotropie
Quadratique
Cubique
Rhomboédrique
Iso. Transverse

Isotropie

Projecteurs.
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Un matériau orthotrope a une microstructure qui présente deux
plans de symétrie.

Si on suppose que les vecteurs eq et eg sont les normales a ces
plans de symétrie, il faut que A soit invariant par changement
de base avec les matrices de passage suivantes:

T 1.0 0] 10 0]
[Pﬂ)}: 0 1 0 [P@)]: 01 0 (36)
00 1] 00 -1 |

ou on aura que Pz.g.l) = (—1)"d;;, oun=1pouri=j=1et

n = 0 autrement, et Pz-g?) — (—1)m (5@-, ou m = 1 pour
1 =7 =3 et m = 0 autrement.
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Pour le matériau orthotrope, on doit vérifier les deux équations
suivantes:

(1) p(1) (1) p(1)
Azgkl P P Pok Ppl Amnop

(37a)
= (—1)" Az‘jkl
(2) p(2) p(2) p(2)
A;jkl P P Pok pl Amnop (37b)

= (—1)° Az’jkl
ol w = 1 pour un nombre impair d'indices égaux a 1 et w = 0
autrement, z = 1 pour un nombre impair d'indices égaux a 3 et
z = (0 autrement.

En effectuant les vérifications comme précédemment (a faire en
exercice), on trouve que |'on doit avoir:

Ay = A1y = A1 = Aoy = Aos = Agg = A3y =
Asgs = Agg = Ays = Ay = As6 =0 (38)
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— Alors, si A est orthotrope la forme générique de A est:
R I - -
D"’,'fp_p:s Ay A Az 0 0 0
erinitions
. Ap Az A3 0 0 O
Opérations A A A O O O
Symétries A_ —= 13 23 33 (39)
Symétries mat. O O O A44 O O
Introduction O 0 O O A55 O
Triclinique
Monoclinique B O 0 O O O A66 i
> Orthotropie
drati . . . . L.
Juacratiaue — On peut voir que si on avait pris deux autres plans de symétrie,
que
Rhomboédrique on aurait obtenu le méme résultat. Cela revient a dire que le
Iso. Transverse . ) . L, . .
Isotropie fait d'avoir deux plans de symétrie dans la microstructure
Bl implique la présence d'un troisiéme.
Const. Ingénieur  —  On voit qu'un matériau orthotrope est défini par 9 constantes.
— Un exemple de matériau est le méme composite que |'exemple

monoclinique mais ou les fibres sont orientées selon un des axes

de la base.
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244 29 30 O
29 84 28 0
30 28 88 0
0O 0 0 28
O 0 0 0 30
O 0 0 0 0 28

o O O O
o O O O O

Figure 5: Exemple de matériau orthotrope. Fibres (f) longues isotropes
de modules différents disposées perpendiculairement dans une matrice
(m) isotrope. Dans la direction =, Ef = 3000GPa et vy = 0.43; dans la
direction y, £y = 300GPa et vy = 0.26; dans la direction z,
E; = 1500GPa et vy = 0.43. E,,, = 70GPa et v,,, = 0.3. f, = 17.45%.
C obtenue par calcul éléments finis d'une cellule de base sur laquelle on a

appliqué des conditions aux rives périodiques. Gracieuseté de Amine
El-Mourid.
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%

Si la microstructure d'un matériau est invariante par rotations
de k5 autour d'un axe, on dit qu'il a la symétrie quadratique.
Par exemple, si on étudie les rotations autour de z, la matrice
de passage devient:

On peut donc définir trois matrices de passage pour

k= {1,2,3} et on obtiendra:

o

l\3|>ll\3|>l

k3]
k3]
0

o O =

_— O O

|
S = O

_ O O

(40)

(41)
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— Pour que A posséde la symétrie quadratique, il faut que:

Rappels /

i = PP PE P Aoy pour 2 = {1,2,3}  (42)

Définitions

Opérations

—  Si on effectue les calculs, on se rendra compte que A doit étre

Symétries

Symétries mat. de Ia forme:

Introduction _ _

:'/Iriclinilc!u.e All A12 A13 O O O
onoclinique

Orthotropie A12 All A13 O O O

> Quadratique A A A O O O

Cubique A_ — 13 13 33 (43)

Rhomboédrique O O O A44 O O

Iso. Transverse O O O O A O

Isotropie 44

Projecteurs. - O O O O O A66 _

Const. Ingénieur

— On pourra interpréter un tenseur quadratique comme un tenseur
orthotrope pour lequel deux directions sont équivalentes.

— La forme de A peut facilement se déduire les matériaux étant
invariants par rotation de k5 autour des autres axes.

— On a maintenant 6 composantes indépendantes.
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Exemple

Rappels

Définitions
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Symétries

Symeétries mat.

Introduction
Triclinique
Monoclinique
Orthotropie

> Quadratique

(F;:zlr::;iédrique I 132 53 55 0 0 0 ]
Iso. Transverse 53 132 55 0 0 0
ERHCRIE b5 55 172 0 0 O
Projecteurs. 0 0 0 79 0 0
Const. Ingénieur 0 0 0 0 79 0
0 0 0 0 0 73]

Figure 6: Exemple de matériau quadratique. Fibres (f) longues isotropes
alignées disposées selon un arrangement carré dans une matrice (m)
isotrope. Ey = 300GPa, vy = 0.3, E,, = 70GPa et v,, = 0.3. f, = 30%.
C obtenue par calcul éléments finis d'une cellule de base sur laquelle on a
appliqué des conditions aux rives périodiques. Gracieuseté de Amine

El-Mourid.
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— Pour que A posséde la symétrie cubique, il faut qu'il soit

—_— invariant par rotation de k3 autour des trois axes. La matrice

de passage pour cette transformation est obtenue par rotation

Définitions

successive autour des axes x, y et z et est donnée par:

Opérations

Symétries

Symétries mat. i ]_ O O |

Introduction [P] _ 0 COS [OCE] o Sin |:Oé£:|

Triclinique 2 2

Monoclini in [af i

onoelia |0 sinfog] cosloz] |

q TT : T

guzi:zj:e COs [5 5} 0 sin [5 5]

Rhomboédrique O ]- O

S | —sin[35] 0 con [35]

Projecteurs. i COS ['}/%] — sin [’}/%} 0 |

Const. Ingénieur Sin [fy%] CcOS [f}/g} O (44)
i 0 0 1|

ol le (-) est le produit matriciel (i.e. simplement contracté) et
ou «, O et v peuvent prendre les valeurs 1,2 et 3.
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— |l faut donc que A soit invariant par changement de base avec

les 27 matrices de passage qui seront générées a partir de
I'équation (44).
—  Si on effectue les calculs, on obtiendra

(45)

Ao A1 A 0 0 0
Ao A A 0 0 0
0

0 0 0 Ay O
0 0 0 0 Ay O
0 0 0 0 0 Ayq |

— On aura 3 constantes indépendantes.
— La symétrie cubique peut-étre interprétée comme |'orthotropie
ou les trois directions sont équivalentes.
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Exemple

[ 139

54
54

0
0
0

54
139
54
0
0
0

54
54
139
0
0
0

3

0
0
0
8.
0
0

5

3

0
0
0
0
8.
0

5

3

ocoococoo

5

Figure 7: Exemple de matériau composite & symétrie cubique. Sphéres
(s) élastiques et isotropes distribuées selon un arrangement régulier et
cubique dans une matrice (m) élastique et isotrope. F; = 300GPa,
E,, = 70GPa, vy = v, = 0.3, f, = 30%. C obtenue par calcul éléments
finis d'une cellule de base sur laquelle on a appliqué des conditions aux

rives périodiques. Gracieuseté de Amine El-Mourid.
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—  Similairement a la symétrie quadratique, un tenseur est

rhomboédrique lorsque qu'il est invariant par des changement
de base correspondant a des rotations de k%” autour d'un seul

axe.

— Si par exemple |'axe de rhomboédrie est |'axe z, on aura les

matrices de passage suivantes:

[P] =

CcOS
sin

[
|

T
T

ol ool

] — sin

|

0

COS

k
L

l\D

k2T
3

|
3

N)

]
]
0

_ O O

(46)

ou k= {1,2,3}. Il faut donc que A ait la méme expression

dans les 3 bases obtenues a |'aide des matrices de passage
définies a |'équation (46).
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— Si on effectue les calculs, on aura

Rappels i All A12 A13 A14 0 0

Définitions A12 All A13 —A14 0 0

Opérations A13 A13 A33 0 0 0

- A= Ay —Auw 0 Ay 0 0 (47)
néradbetlont 0 0 0 0  Au  V24u

Triclinique 0 0 0 0 \/§A14 All — A12

Monoclinique — .
Orthotropie . ,
Quadratique — On aura donc 6 composantes indépendantes.
Cubique

> Rhomboédrique

Iso. Transverse

Isotropie

Projecteurs.

Const. Ingénieur
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%

Similairement a aux symétries cubiques et rhomboédriques, un
tenseur isotrope transverse A est invariant par une rotation

arbitraire autour d'un axe donné. Par exemple, si |'axe

d’isotropie transverse est |'axe z, alors, la matrice de passage

est:

pour tout angle 6.

P

cos
sin 0
0

—ginf 0O |
cos 0O
0 1 |

(48)

En répétant les mémes opérations que pour les autres symétries,
on trouvera qu'un tenseur isotrope transverse est de la forme:

Aq1
Aqo
Ajs

0
0
0

A1z

A1

A1z
0
0
0

Az 0O 0 0

Az O 0 0

Ass 0 0 0
0 Agy O 0
0 0 Ay 0
0 0

0 Ajp— A

ol on aura 5 composantes indépendantes.

(49)
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— Un tenseur A est isotrope s'il a la méme expression dans toutes

—_— les bases qui sont obtenues par des rotations arbitraires autour

des tois axes

Définitions

Opérations — La matrice de passage est comme celle de I'équation (44) mais
Symétries ou les 5 ont été enlevés.
Symétries mat. — En répétant les mémes opérations que pour les autres symétries,

Introduction

on trouvera qu'un tenseur isotrope transverse est de la forme:

Triclinique

Monoclinique _ _
Orthotropie All A12 A12 O O O
Quadratique

Cubique A12 All A12 O O O

Iso. Transverse =

D> Isotropie O 0 O All T A12 O O
Projecteurs. O O O O All — A12 O

Const. Ingénieur i O O O O O All - A12 |

(50)

— On aura donc 2 constantes indépendantes.
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Rappels

Définitions

Opérations

Symétries

Symétries mat.

Projecteurs.

> Isotropie
Cubique
Iso. Transverse —

Const. Ingénieur

Si un tenseur d'ordre 4 est isotrope, on peut le décomposer en:
A=aJ+ K (51)

ou J = %z ®tet K=1-J, avec 7 et I les tenseurs identité
d'ordre 2 et 4.

(voir démonstration au tableau ou I'on montre que J et
K sont isotropes)

Si on fait les calculs, on aura que:

-1 1 1 0 0 0 - - 2 -1 -1 0 0 0 -

1 1 1.0 0 0 1 2 -1 0 0 0
111 11 0 0 0 1 -1 2 0 0 0
1o 0000 o0 *K=3| 0o 0o 03 0 0of ©®?

00 0 0 0 0 0O 0 0 0 3 0
L0 0 0 0 0 0. . 0 0 0 0 0 3.
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Rappels
Définitions —
Opérations
Symétries
Symétries mat.
Projecteurs. —
D> Isotropie N
Cubique
Iso. Transverse
Const. Ingénieur

—

En utilisant I'Equation (52) et si I'on fait les calculs, on a le

résultat suivant: J:J =J
Il en découle que:

- J:K=J:I-J)=J-J=0

- K:K=K:I-J)=K-0=K

Les tenseurs J et K sont qualifiés d’orthogonaux.
Pour un tenseur de rigidité isotrope, on aura que:

C=3kJ 4+ 2uK

ou k est le module de compressibilité et 11 le module de
cisaillement.
Pour un tenseur de souplesse isotrope, on aura que:

1 1
S=—J+—K
3k 211

(voir la démonstration au tableau)

(53)

(54)
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Rappels

Définitions
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Symétries

Symétries mat.

Projecteurs.

> Is.otropie N
Cubique
Iso. Transverse

Const. Ingénieur

(voir démonstrations au tableau)

Il découle de ces observations les propriétés suivantes. Soient A

et A’ deux tenseurs d'ordre 4. Alors:
- A+ A =(a+a)J+(B+8)K
- A:A'=(ad )T+ (BF)K

- A = XaJ + \FK

- AT =2J+3K

Soit A = aJ + PBK, alors:

- a=J: A
- 8=K: A
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%

U

Soit € le tenseur des déformations, alors

1
J:e=sph(e) = gtr(e)i
1 0 0 ] 55
:611—|—€22+€33 0 1 0 (55)
. 00 1.
(a démontrer en exercice)
sph (€) est appelée partie sphérique de €.
Soit € le tenseur des déformations, alors
1 )
K:e=dev(e)=€¢— gtr(s)z
1 | 2e11 — €22 —e33 312 3e13
=3 312 2€92 — €11 — €33 3€23
3e13 3e23 2633 — €11 — €22
(56)

(a démontrer en exercice)
dev () est appelée partie déviatorique de €.
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Interprétation

Définitions

Opérations

Symétries

Symétries mat.

Projecteurs.

> Isotropie
Cubique
Iso. Transverse

Const. Ingénieur

%

On a que

tr ({:‘) — €11 + €92 + €33

_Ar Ay Az (57)
L L L

ou Az, Ay et Az sont les allongements infinitésimaux dans les
directions z, y et z d'un cube de longueur L.

Si on calcule le changement de volume relatif, V‘_/OVO, on aura
que:

V-V (L+Az)(L+Ay)(L+Az)—L?
Vo L?
L? (Az + Ay + Az)
3 =+
v (58)
L (AxzAy 4+ AxAz + AyAz) N

L3

AxrxAyAz
I3
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— Comme Az, Ay et Az sont trés petits devant L, alors:

Rappels V—Vo Az+Ay+Az

Définitions ‘/0 ~ L (59)

Opérations
~ tr (e)

Symétries

Symétries mat.

— |l est facile de montrer que:

> eotropie Coy
Ezf)l?l':aensverse tr (Sph (8)) = tr (5) ~ %0 (603)
0
Const. Ingénieur
tr(dev(e)) =0 (60b)

—  On peut donc voir que J permet d'extraire la partie d'un
tenseur d'ordre 2 qui correspond au changement de volume,
mais d forme constante. C'est pour cette raison que dans
I'expression de C, le module de compressibilité k& multiplie J.

— On peut donc voir que K permet d'extraire la partie d'un
tenseur d'ordre 2 qui correspond au changement de forme 3
volume constant. C'est pour cette raison que dans |'expression
de C, le module de cisaillement y multiplie K.
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%

On aussi vu plus haut que J et K permettent d'extraire les
paramétres o et B (k et u quand A = C).

Il est intéressant de remarquer que k et u multiplient deux
tenseurs orthogonaux. Cela permet d'interpréter k£ et 1 comme
des constantes associées & deux modes de déformation
indépendants.

Ce n'est pas le cas avec le module d'Young F et le coefficient
de Poisson v qui font appel avec des déformations qui changent
a la fois la forme et le volume (sauf pour v = 0.5).

Pour ces raisons, on va préférer travailler dans ce cours avec
(k, ) qu'avec (F,v) pour caractériser des matériaux isotropes.
On verra que cela simplifie de beaucoup certains calculs.
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—  Deéfinissons le tenseur

Rappels

Définitions Z=e1Qe1®er®e +ezRer ez ® e

Opérations +e3 X ez ez es (61)
Symétries

Symétries mat. ou on peut voir que ce tenseur a la symétrie cubique. En effet,

IF;:;J::;WS- toutes les rotations de 5 autour d'un axe vont faire en sorte

> Cubique que les deux autres vecteurs vont étre interchangés.

Iso. Transverse — Par exemple, si on effectue une rotation autour de e3 de 7, on

Const. Ingenienr aura que e} = es et que e}, = —e;. En appliquant la définition

de Z, on se rend compte que Z est invariant par les rotations
de 7, donc qu'il est de symétrie cubique.

— Comme J et K sont isotropes, ils possédent aussi la symétrie
cubique.

— Pour la symétrie cubique, on introduit les tenseurs suivants:

Ko=Z-J et Kp=K-Ka=1-7%7 (62)
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Rappels

Définitions

Opérations

Symétries

Symétries mat.

Projecteurs.

Isotropie
> Cubique

Iso. Transverse

Const. Ingénieur

%

USNS

On peut montrer que J, K, et Ky, sont orthogonaux (voir
preuve au tableau).
Il en découle qu'un tenseur A a symétrie cubique peut
S exprimer par:
A =adJ + K,y +7Ky (63)

On aura les mémes propriétés (addition, inverse, double
contraction, multiplication par un scalaire) que pour le tenseur
isotrope, ce qui peut étre trés utile pour les calculs.

Pour interpréter les tenseurs J, K, et Ky, nous allons procéder
de la méme maniére que pour |'isotropie. Soit € le tenseur des
déformations.

Comme pour l'isotropie, J : € = sph (&) ¢

1 | 2611 — €22 — €33 0 0
KaIEf:— 0 2822—611—833 0
0 0 2€33 — €11 — €22

(64)



Projecteurs pour la symétrie cubique 66 / 95

Rappels

Définitions

Opérations

Symétries

Symétries mat.

Projecteurs.

Isotropie
> Cubique

Iso. Transverse

Const. Ingénieur

_>

1 0 3812 3813
Kb . € = g 3812 0 3523 (65)
i 3813 3823 0

On peut donc voir que K, extrait |la partie axiale de la partie
déviatorique des déformations tandis que Ky, extrait les de
cisaillement de la partie déviatorique du tenseur des
déformations.

Alors, si C est un tenseur de rigidité a symétrie cubique, on

aura que:
C = 3kJ + 2u°K, + 21Ky, (66)

ol 1% et u® pourraient étre interprétés comme deux modules de
cisaillement: u® pour le changement de forme d'un cube a un
prisme et 1” pour le changement des angles droits du prisme.
De maniére similaire a |'isotropie, on aura les relations
suivantes:

JiA=a Ki:A=25;, Kp:A=3y (67)
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—  Des relations similaires existent pour |'isotropie transverse.
Ranmels — Soit n, le vecteur d'isotropie transverse. On définit 27 le
Definitions tenseur d’identité dans le plan transverse par:
Opérations . .
Symétries T=1—MN ® n (68)
Symétries mat. _
N — Par exemple, si n = eg, on aura:
Isotropie
S 1 0 0 0 0 O
D> Iso. Transverse ]
Const. Ingénieur T = O 1 O O O O
0 0 1 0 0 1
- Z i (69)
1 0 0
=10 1 0
0 0 0
— On voit que i est ¢ a laquelle on a retranché la composante
correspondant 3 la direction de |'axe d'isotropie transverse.
—  Avec leur expressions matricielles, on peut facilement voir que

T -t = 1T et que (n®n)-iT:O.
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Rappels

Définitions

Opérations

Symétries

Symétries mat.

Projecteurs.

Isotropie
Cubique
> Iso. Transverse

Const. Ingénieur

— Introduisons le tenseur E, =nm®n®n ®n

Ce tenseur est isotrope transverse. Pour le montrer,
considérons n = e3z. On peut voir que Erim =20 sauf pour
. -1 / . P
El,4.45 = 1. Considérons le tenseur Ef exprimé dans une
base qui est la base d'origine a laquelle on a fait subir une
rotation arbitraire autour de n. Alors, on aura:
/
E; .

17kl

— PmiPanOkalELmnop (70)
= P3; P3; P31, P31 By s

Avec la définition de P;; de I'équation (48), on voit que
P3; = 0, sauf pour P33 = 1. Alors, E}Jijkl = 0, sauf pour
i=j=k=1=3ouilvaut Fr,,,,. On vient donc de
prouver que Ejg, est isotrope transverse.
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Rappels

Définitions

Opérations

Symétries

Symétries mat.

Projecteurs.

Isotropie
Cubique
> Iso. Transverse

Const. Ingénieur

_>

Introduisons le tenseur J1 = %iT X 1T

— Ce tenseur est isotrope transverse. Pour le montrer,
considérons n = e3. En utilisant la définition de 27, on a

que:
L.. . . :
JTzi[z@)z—z@(n@n)—(n@n)@z

+NnRNENQN (71)

:%[3J+EL—i®(n®n)—(n®n)®i]

— On a déja montré que J et Eg, étaient au moins isotropes
transverse.

— Montrez que 1 ® (n®n) + (N ® n) ® ¢ est isotrope
transverse. a faire en exercice
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Rappels

Définitions

Opérations

Symétries

Symétries mat.

Projecteurs.

Isotropie
Cubique
> Iso. Transverse

Const. Ingénieur

%

Introduisons le tenseur It. Ce tenseur permet d'extraire les
composantes dans le plan d'isotropie transverse d'un tenseur
d'ordre deux. Par exemple, si eg est |'axe d'isotropie transverse,
alors:

1 00 0 0O
O 1 0 0 0 O
0O 0 0 0 0 O
IT=19 0000 0 (72)
0O 00 0 0O
0 0 00O 0O 1
Si on effectue les calculs, on aura que:
Cair agg 0
IT O = 192 (G992 0 (73)
0 0 0

ce qui est bien le résultat voulu.
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— Introduisons les tenseurs suivants:

Rappels 1

KE:6(2n®n—iT)®(2n®n—iT) (74a)

Définitions

Opérations

Symétries KT — IT — JT (74b)
Symétries mat. KL — K _ KT _ KE (74(:)
Project.eurs. \/5

'cfﬁf,r.?f,f F = 5 (ir ®Mn®@n) (74d)
D> Iso. Transverse

Const. Ingénieur ol F n'est pas symétrique.

— On peut montrer que tout tenseur A isotrope transverse peut
s'écrire sous la forme

A = aEy, + It +1F ++'F" + 6Kt + §'Ky, (75)

ol v =~ si A est symétrique. Cette relation générale est
présentée car il est possible que pour certains produits
doublement contractés, le tenseur résultant ne soit plus
symétrique.
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Rappels

Définitions

Opérations

Symétries

Symétries mat.

Projecteurs.

Isotropie
Cubique
> Iso. Transverse

Const. Ingénieur

%

Les tenseurs Er,, JT, Kg, K1 et Ky, sont des projecteurs
orthogonaux, comme J et K, par exemple.

Soit € le tenseur des déformations. Nous allons interpréter ces
différents tenseurs en considérant leur effet sur €. On considére
toujours que |'axe d'isotropie transverse est eg.

On peut voir que:

0 0 O
EL:e=|0 0 0 (76)
_O 0 €33 |

On peut voir que Ef, a l'effet d’extraire la déformation
uniaxiale selon |'axe d'isotropie transverse.
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Définitions

Opérations

Symétries

Symétries mat.

Projecteurs.

Isotropie
Cubique
> Iso. Transverse

Const. Ingénieur

— Si on fait les calculs, on aura que:

e11 + ¢ 100
Jp:ie= 112 21010 (77)
0 0 0]

—  On peut voir que Jr extrait le changement de surface dans le
plan transverse.
— Si on fait les calculs, on aura que:

2633 — €11 — € -1 0 0
Kg:e=—> 6” 21 0 -1 0 (78)
0 0 2]

—  On peut voir que Kg extrait I'allongement a volume constant
selon |'axe d'isotropie transverse.
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Rappels

Définitions

Opérations

Symétries

Symétries mat.

Projecteurs.

Isotropie
Cubique
> Iso. Transverse

Const. Ingénieur

— Si on fait les calculs, on aura que:

%

1| e —E22 2€19 0 ]
KT € = 5 2612 €929 —£&11 0 (79)
0 0 0

On peut voir que K extrait les composantes de cisaillement
dans le plan transverse (a surface constante).
Si on fait les calculs, on aura que:

0 0 €13
Ky :e= 0 0 e923 (80)
€13 €23 O

On peut voir que Ky, extrait les composantes de cisaillement
faisant intervenir |'axe d'isotropie transverse.
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— Si on fait les calculs, on aura que:

Rappels

Définitions

Opérations

Symétries

Symétries mat.

Projecteurs.

Isotropie
Cubique
> Iso. Transverse

%

Const. Ingénieur

1 £33 0 0
(F + FT) o= e33O (81)
0 0 €11+ €922 |

En effectuant les calculs on voit F fait apparaitre £33 aux
positions 11 et 22 du tenseur résultant tandis que F' fait
apparaitre €11 et €92 a la position 33 du tenseur résultant.

Le tenseur F' fait donc apparaitre le couplage qu'il y a entre
I'allongement dans la direction d'isotropie transverse et celle
dans le plan transverse, et vice-versa.

F n'est pas un projecteur orthogonal par rapport aux autres
tenseurs introduits pour définir |'isotropie transverse. Les régles
d’'additivité et de contraction ne sont pas aussi simples que
celles décrites pour l'isotropie et la symétrie cubique.
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—» Si on a deux tenseurs isotropes transverses A1) et A2 alors:

Rappels

Définitions A(l) —|_ A(2) — (Oé]_ —|_ 052) EL
o + (B + o) I+ (1 +72) F+ (1 +7) FT
ymetries

+ (01 + 62) Ko + (61 + 05) K, (82)

Symétries mat.

Projecteurs.

Isotropie — Le produit contracté devient:

Cubique
> Iso. Transverse

Const. Ingénieur A(l) . A(Z) — (OélOéQ —I_ 7172) EL

+ (B1B2 +717) IT + (B172 + 1102) F
+ (19 +79182) F' + (6102) K
+ (6102) Kr. (83)
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— |l est donc commode de représenter un tenseur isotrope
Rapels transverse par le triplet:
Définitions o /
Opérations A = {Q) (S’ 5,} , Q = [ v ] (84)
Symétries fy 5
Z:::::at — Les régles opératoires deviennent donc:
Isotropie
T, AV AD {00 h o)+ {2 h0)
- a
Gy I = {Q(l) + Q3 51 + 65,0 + 5&}
AD . A@) {ml),al,(s’l} : {ﬂ(z),52,5é}
(85b)
— {Q(l) 9(2)’515275/1 é}
1 1
—1 ~1
A — {Q ) g, y} (85C)



Projecteurs pour l'isotropie transverse 78 / 95

— En effectuant les calculs, on trouvera que:

Rappels T
Ei, :A=«a;, Jr:A=0, F' A=
Définitions L T 5 fy (86)

F:A=+; Kr:A=2 Krp:A=2

Opérations

Symétries

ce qui peut étre trés utile pour trouver la décomposition d'un

Symétries mat.

Projecteurs. tenseur isotrope transverse lorsque |I'on connait son expression

Isotropie tensorielle.
Cubique

> Iso. Transverse

Const. Ingénieur




Introduction 79 / 95

Rappels

Définitions

Opérations

Symétries

Symétries mat.

Projecteurs.

Const. Ingénieur

> Introduction
Orthotropie
Isotropie
Cubique

Iso. Transverse
Déf. Positif

— On a souvent recours aux constantes d'ingénieur pour décrire
des tenseurs de rigidité ou souplesse.

— Ces constantes sont physiquement plus faciles 8 comprendre
que celles présentées jusqu'a maintenant, mais ont des
propriétés mathématiques moins intéressantes (on verra
pourquoi plus loin).

— On connait trois types de constantes d'ingénieur

1. Module d'Young E; défini par: E; = g—;@ lorsque le matériau
est soumis a une contrainte o;;, toutes les autres étant
nulles.

2. Coefficient de Poisson v;; défini par v;; = —?TZ lorsque le
matériau est soumis a une contrainte o;;, toutes les autres
étant nulles.

3. Les modules de cisaillement G;; dans le plan ;.
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— Avec les constantes d'ingénieur, la souplesse S d'un tenseur
orthotrope est donnée par:

Rappels
Définitions - -
1 _ v v
Opérations E Eo E3 O O O
_ 2 1w 0 0
Symétries FEq Eo Es
- _ vz __lag 1 0 0
Symétries mat. S L Eq Eo Es (87)
Projecteurs. O O O L O O
2Gas
Const. Ingénieur O O O 0 1 O
Introduction 2G13 1
> Orthotropie i O O O O O m |
Isotropie
Cubique . . B . :
lso. Transverse — La rigidité C sera donnée par C = S™! (le résultat n'est pas
Déf. Positif Lot - . .
donné ici car il est relativement complexe).

—  On verra plus tard que les rigidités et les souplesses sont
toujours symétriques. Cela permet de déduire les résultats
suivants:

Vo1 V12 V31 V13 V32 123 (88)

Ey E, E; E, E; F
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— Avec les constantes d'ingénieur, la souplesse S d'un tenseur
Isotrope est donnée par:

Rappels
Définitions - 1 -
Opérations E - % o % O O O

_v i _vr 9 0 0
Symétries E E B

_v _v L 9 0 0
Symétries mat. S — E E E 89
Projecteurs. O O O H_Ty O O ( )
Const. Ingénieur O O O O HTV O
Introduction 1+
O:thotrotpie - O O O O O TI/ .
D> Isotropie
f“bii“e — En se rappelant que S = aJ + K, que o = J :: S et que
Déf. Positif 58 = K ::' S, on aura que (aprés avoir effectué les calculs):

1 —2v 1
o = = — 90a
E 3k (902)
1+v 1
= = — 90b
T (90b)

ou k et u sont les modules de compressibilité et de cisaillement,
respectivement.
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Rappels

Définitions

Opérations

Symétries

Symétries mat.

Projecteurs.

Const. Ingénieur

Introduction
Orthotropie

D> Isotropie
Cubique

Iso. Transverse
Déf. Positif

%

Par définition, le module de compressibilité relie la pression
hydrostatique p au changement de volume relatif AV /V} par la
relation:

AV
p = k?@ (91)

La pression hydrostatique est donnée par p = 0;;/3 et le
changement de volume relatif est donné par AV/Vy = €;;.
En utilisant la souplesse d'un tenseur isotrope soumis a une
pression hydrostatique p, on trouve que:

E
= 3a =) (92)

On peut donc voir que |'on peut relier les constantes devant les
projecteurs aux constantes d'ingénieur.
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— Avec les constantes d'ingénieur, la souplesse S d'un tenseur 3
Ranmels symétrie cubique est donnée par:
Définitions _ —

1l _v _v

Opérations 5 % g O O O
Symétries _E ? _? O O O
Symétries mat. S — B B E (1) O O (93)
Projecteurs. O O O % O O
Const. Ingénieur O O O O % O
Introduction 1
Orthotropie — O O O O O 2G A
Isotropie
'I>C“Tbiq“e — En se rappelant que S = aJ + K, +vKp, que a = J = S,
SO. ransverse
Déf. Positif que 28 =K, :: S et que 37 = Ky 1 S, on aura que:

1 —2v 1
p— - —_— 4
Q 7 a7 (94a)
1+ v 1
= — 4h
f=—F o (94b)
1 1
= — e — 4

ot k, 1% et u? sont les modules de compressibilité et de

cisaillement.
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Rappels

Définitions

Opérations

Symétries

Symétries mat.

Projecteurs.

Const. Ingénieur

Introduction
Orthotropie
Isotropie

Cubique

D> Iso. Transverse
Déf. Positif

— Avec les constantes d'ingénieur, la souplesse S d'un tenseur
Isotrope transverse est donnée par:

o _ﬁ -# 0 0 0 °
= —él 0 0 0
oo _n o195 9 0
_ E; E; E;
S 0 0 0 2%:1 0 0 (95)
0 0 0 0 QLGZ 0
0 0 0 0 0 4=

ou |'axe d'isotropie transverse est eg, By = F1 = Ey, E; = FEjs,
v = Vg = V21, YV = V31 = V32, G = Gog = Gi3.
— |l est aussi intéressant de définir les quantités suivantes:

Ey
o 2(1—{—14)
— Le module de compressibilité transverse a état plan de

déformation K; = Bk voir démonstration
L 2[(1_Vt)El_2Vl2Et] (

— Le module de cisaillement transverse G; =

au tableau).
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Rappels

Définitions

Opérations

Symétries

Symétries mat.

Projecteurs.

Const. Ingénieur

Introduction
Orthotropie
Isotropie

Cubique

D> Iso. Transverse
Déf. Positif

%

_>

En se rappelant que

S =aEg + 6J1r+ 7~ (F -+ FT) + 0Kt + ¢'Kj, et en effectuant

les calculs, on aura que:

oz:EL::S:Eil
BZJTiiszlgtVt
7=M=FxS=—f?
5:%KT szlgt”t
y sl

(96a)

(96b)

(96¢)

(96d)

(96e)

| serait intéressant d'interpréter le lien entre les constantes

d’'ingénieur et les modules utilisés pour définir une rigidité
Isotrope transverse.
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Rappels

Définitions

Opérations

Symétries

Symétries mat.

Projecteurs.

Const. Ingénieur

Introduction
Orthotropie
Isotropie

Cubique

D> Iso. Transverse
Déf. Positif

%

Si on nomme par af, 8¢, v¢, 6¢ et 6¢ les modules d'un tenseur
de rigidité isotrope transverse C = S~ et en utilisant la
relation (85c), on obtient:

ac 7f 1 8 = ]
= 97a
[’Vc 50] aﬁ—%[—v o 972
1
5¢ = = 97b
= (97b)
o1
En utilisant les résultats de I'équation (96) on a que:
1—I/t
o” = aﬁé 2 1—1/E 2v}
! E; Ett - E? (98)



Isotropie transverse 87 / 95
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Rappels Bc Q 1 1
Définitions - &5 - 72 - El 1 1—u, B 2’/12
Opérations El E El2
Symétries El Et (99a )
Symétries mat. —
Projecteurs. El (1 - Vt) - 2Etyl2
Const. Ingénieur — 2Kt
Introduction
Orthotropie
Igo;c;opie f}/c _ Y o \/§Vl
ubique — — )
D> Iso. Transverse CV/B o 72 1 1-ve _ 21/3 (99b)
Déf. Positif Ey By E;
p— 2\/§V1Kt
1
0 = — = ZGt (99C)
0
1
c _ _
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Il est intéressant de remarquer que ¢ et §¢ sont reliés aux
modules de cisaillement d’'un matériau isotrope transverse.

B¢, qui multiplie J, fait aussi apparaitre un module de
compressibilité, comme dans le cas de l'isotropie et de la
symétrie cubique.

Les termes o et ¢ sont plus difficiles & interpréter car ils font
intervenir un couplage entre Ej, v; et K.
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— Un tenseur A est dit défini positif si

a:A:a>0Va (100)

Il est commun de noter A > 0 pour indiquer qu'il est défini
positif, bien que cette relation n'ait pas de sens.

Lorsque A posséde les symétries majeures et mineures, on a vu
que la relation précédente s'écrit sous la forme

{a}'[Al{a} >0V {a} (101)

ol {a} est un vecteur a 6 composantes et [A] est une matrice
6 X 6 symétrique.

Lorsque I'on a une matrice carrée et symétrique, il est toujours
possible de trouver une base dans laquelle cette matrice est
diagonale. Si on nomme par )\;; les termes sur la diagonale, qui
sont en fait les valeurs propres, la relation (101) devient:

N >0 <= N\;; >0 (102)
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— Alors, pour déterminer si A > 0, il suffit de calculer ses valeurs

propres et de s'assurer qu elles soient toutes strictement
positives.

En mécanique, on montrera plus tard que S > 0 et C > 0,
sinon, le matériau n'est pas admissible thermodynamiquement.
Si on entre une matrice de rigidité qui n'est pas définie positive
dans un code de calculs par éléments finis, on peut obtenir des
erreurs. C'est ce qui arrive typiquement lorsque |'on ne connait
pas toutes les propriétés mécaniques (constantes d'ingénieur) et
que |'on fait des suppositions.

Déterminer si la rigidité ou la souplesse de notre matériau est
définie positive est donc trés important et a des implications
pratiques.
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Pour un matériau isotrope, la matrice de rigidité C est donnée

par:
[ a+28 a—p a—pf
ozéﬁ oz—|:—326 oz§5
ozéﬁ aéﬁ oz—EQB
C = 3 3 3
0 0 0
0 0 0
0 0 0

S O O O
OO O O O
o O O O O

0

B

(103)

Les valeurs propres de C sont obtenues en résolvant le systéme
det|C — AI] = 0. Compte tenu de la forme de C, on peut voir
que |'on aura trois valeurs propres répétées qui valent 3 (trois
derniers termes sur la diagonale) et les autres valeurs propres

seront données par:

| o+ 28— A
d@tg OZ—B
L a—f

a—p
a+ 20—\
a—p

o—pf
o—pf
a+28—A |

= (a—=MN)(B=XN?=0 (104)



Tenseurs définis positifs - isotropie

92 / 95

Rappels

Définitions

Opérations

Symétries

Symétries mat.

Projecteurs.

Const. Ingénieur

Introduction
Orthotropie
Isotropie
Cubique

Iso. Transverse
> Déf. Positif

L

Il faut donc que a« =3k > 0 et 8 = 2 > 0 pour que C > 0.
Avec les constantes d'ingénieur, on a que k = ﬁ On voit
que £ > 0 et que v < 0.5.

Avec les constantes d'ingénieur, on a que i = 2(1’2”). On voit
que £ > 0 et que v > —1.

Donc, un tenseur isotrope sera défini positif uniquement si
E>0et—-1<v<0.5.
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— Pour un matériau a symétrie cubique, la matrice de rigidité C

est donnée par:

[ a+20 a— L a—L
aéﬁ oz—li—))ZB aéﬁ 8 8 8
a§5 aiﬁ oz—|:—325 0 0 0
C = 3 3 3
0 0 0 ~ 0 0
0 0 0 0 ~v 0
0 0 0 0 0 ~

(105)

— Les valeurs propres de cette matrice sont {«a, 3, 5,7,7,7}-
Donc, pour un tenseur & symétrique cubique défini positif, on

aura.
1. E >0
2. G>0

3. —1<v<0.5
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Pour un matériau isotrope transverse, la matrice de rigidité C
est donnée par:

- 40 B9 2 0 0O y
2 2 2
B—=d B+o 9 0 0
2 2 2
. .
0 0 0 o 0 0
0 0 0 0 ¢ 0
0 0 0 0 0 &

Comme pour l'isotropie et la symétrie cubique, on peut voir que
{6’,6",0} seront des valeurs propres. Pour les autres valeurs
propres, on doit solutionner pour A

- B0y B—9 il
2 2 /2
det | 530 ER2-A =0 (107)
o hd _
. 2 /2 a—A
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— Si on fait les calculs, on aura |'équation caractéristique suivante:

(=N (aB—~"—(a+B)A+A*) =0 (108)

On voit que d est une valeur propre et les deux autres seront
données par la solution de I'équation de la parenthése de droite,
solt

a+ Bt/ (a+B)? —4(aB - )

A5, A = 5

(109)

On voit donc que les deux derniéres valeurs propres seront
positives si a > 0, 8 > 0 et a8 > 2.
Alors, si on récapitule, C > 0 si et seulement si:

a>0; >0 6>0; §>0 af>~* (110)

En connaissant le lien entre les constantes d'ingénieur et les
modules donnés plus haut, on peut tirer les inégalités a
respecter entre les diverses constantes.
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