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Loalisation d'un point dans un maillage
1

Aire d'un triangleSoit S1 = (x1, y1)
T , S2 = (x2, y2)

T et S3 = (x3, y3)
T , les trois sommets d'untriangle K.

S1

S3

S2Soit S1S2 = (x2−x1, y2 − y1)
T , le veteur de S1 vers S2 et S1S3 = (x3−x1, y3 −

y1)
T , le veteur de S1 vers S3.
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Aire d'un triangleL'aire du triangle est donnée par la moitié de la norme du produit vetoriel de S1S2par S1S3 :
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((x2 − x1)(y3 − y1) − (y2 − y1)(x3 − x1)) .si l'aire est positive, alors le triangle est orienté dans le sens trigonométrique. Sil'aire est négative, alors le triangle est orienté dans le sens horaire.

3
Volume d'un tétraèdreSoit S1 = (x1, y1, z1)

T , S2 = (x2, y2, z2)
T , S3 = (x3, y3, z3)

T et S4 = (x4, y4, z4)
Tles quatre sommets d'un tétraèdre K.

S1 S2

S4

S3Soit S1S2 = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1)
T , le veteur de S1 vers S2, S1S3 = (x3 −

x1, y3−y1, z3−z1)
T , le veteur de S1 vers S3 et S1S4 = (x4−x1, y4−y1, z4−z1)

T ,le veteur de S1 vers S4.
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Volume d'un tétraèdreLe volume du tétraèdre est donné par :

vol(K) =
1

6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

x4 − x1 y4 − y1 z4 − z1

∣

∣

∣

∣

∣
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∣

∣

.Si le volume est positif, alors le tétraèdre est orienté suivant la règle de la maindroite, sinon, alors le tétraèdre est orienté suivant la règle de la main gauhe.

5
Coordonnées baryentriquesLes oordonnées baryentriques

ΛK(P ) = (λ1(P ), λ2(P ), λ3(P ))Td'un point P dans un triangle K = △S1S2S3, sont les valeurs des fontions deLagrange linéaires du triangle K évaluées au point P .

(λ1(P ), λ2(P ), λ3(P ))
T

= (L1(P ), L2(P ), L3(P ))
T

.Par dé�nition, la fontion de Lagrange linéaire L1(x) sur le segment x1 − x0 est

L1(x) =
x1 − x

x1 − x0
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Fontions de Lagrange sur le triangle KSur un triangle K = △S1S2S3 la fontion de Lagrange linéaire L1(P ) vaut 1 en
S1 et 0 sur la droite passant par S2 et S3.La fontion de Lagrange linéaire L2(P ) est elle qui vaut 1 en S2 et 0 sur la droitepassant par S1 et S3.La fontion de Lagrange linéaire L3(P ) est elle qui vaut 1 en S3 et 0 sur la droitepassant par S1 et S2.Les oordonnées baryentriques satisfont aussi la propriété suivante :

L1(P ) + L2(P ) + L3(P ) = 1 ∀P ∈2 .

S1

S3

S2 S1
S2

S3

S1

S3

S2

y
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x
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z

x
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y
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x
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7
Évaluation des oordonnéesbaryentriquesSoit K = △S1S2S3, un triangle d'aire non nulle. Soit P , un point de 2. Lesoordonnées baryentriques du point P par rapport au triangle K sont données par

λ1(P ) = Aire(△PS2S3)/Aire(△S1S2S3),

λ2(P ) = Aire(△S1PS3)/Aire(△S1S2S3),

λ3(P ) = Aire(△S1S2P )/Aire(△S1S2S3),

S3

S2

S1

S3

S2

S1

S3

S2

S1

P P

P

λ3(P )

λ1(P ) λ2(P )

λ1(P ) + λ2(P ) + λ3(P ) = 1. ©Riardo Camarero 2010
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8
Coordonnées baryentriques sur untétraèdreLes oordonnées baryentriques en 3D sont une généralisation direte du 2D. Soit

K = △S1S2S3S4, un tétraèdre de volume non nul. Soit P , un point de 3. Lesoordonnées baryentriques du point P par rapport au tétraèdre K sont donnéespar

λ1(P ) = Volume(△PS2S3S4)/Volume(△S1S2S3S4),

λ2(P ) = Volume(△S1PS3S4)/Volume(△S1S2S3S4),

λ3(P ) = Volume(△S1S2PS4)/Volume(△S1S2S3S4),

λ4(P ) = Volume(△S1S2S3P )/Volume(△S1S2S3S4),

9 S3

S2

S4

S1

λ1(P )
P

λ1(P ) + λ2(P ) + λ3(P ) + λ4(P ) = 1.
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Appartenane d'un point à un triangleSoit K = △S1S2S3, un triangle d'aire non nulle, P , un point de 2 et (λ1, λ2, λ3)
T ,les oordonnées baryentriques du point P .

P ∈ K ⇐⇒ λi ≥ 0, i = 1, 2, 3.

P 6∈ K ⇐⇒ ∃i
∣

∣ λi < 0.Numériquement, il faut mettre une tolérane ar es aluls sont en virgule �ottante.
S3

S1

S2

S4

P

11
Calul des angles internes d'un triangleSoit K = △S1S2S3 un triangle, S1S2, S2S3, S3S1, les trois arêtes du triangle et

l12, l23 et l31 leurs longueurs respetives.Les veteurs ~vij = (~Sj − ~Si)/lij sont parallèles aux arêtes du triangles et sont delongueur unitaire. Alors, les trois angles internes du triangle K en S1, S2 et S3 sontdonnés par

cos θ1 = −~v12 · ~v31,

cos θ2 = −~v12 · ~v23,

cos θ3 = −~v23 · ~v31.Pour obtenir le minimum, on n'est pas obligé de aluler expliitement l'angle parl'opération cos−1. L'angle minimum orrespond au membre de droite maximum arle cos est une fontion déroissante entre 0 et π. ©Riardo Camarero 2010
Loalisation par proximité

12
Algorithme de loalisation d'un point PSoit P , un point de 2 et T , une triangulation omposée de n simplexes (trianglesou tétraèdres). Trouver dans quel simplexe K de T est loalisé P :trouve P .1. i=12. trouvé=false3. Tant que i<=n et trouvé=false, faire :3.1. Réupérer le ième simplexe K.3.2. Caluler les oordonnées baryentriques du point Ppar rapport au simplexe K.3.3. Si le point P appartient au simplexe K :� Alors trouvé=true et retourne K et ΛK(P ).� Sinon i=i+1

13
Coût de la loalisation(Si on a pas trouvé, on peut en pro�ter pour retourner le simplexe le plus prohedu point et la distane de e simplexe à e point.)C'est un algorithme d'ordre O(n1), -à-d proportionnel aux nombre de trianglesvisités. Si on utilise et algorithme pour loaliser un nombre de points proportionnelà la taille du maillage, le oût de la loalisation est d'ordre O(n2).

©Riardo Camarero 2010



Loalisation par proximité
14

Loalisation par proximitéLa loalisation par proximité est une méthode pour ne pas parourir bêtementtous les simplexes. Si le point P n'est pas dans le triangle K, les oordonnéesbaryentriques indiquent dans quelle diretion se trouve le point P par rapport autriangle K.Il y a 7 régions possibles.
S2

S3

S1

λ1 > 0

λ3 < 0

λ1 < 0
λ2 < 0

λ2 < 0

λ1 < 0

λ1 < 0
λ3 < 0

λ2 < 0

λ3 < 0

λ2 > 0
λ3 > 0

λ3 = 0

λ1 = 0

λ2 = 0

Pour un tétraèdre, il y a 21 régions possibles...

15
AlgorithmeSoit P , un point de 2, T , une triangulation omposée de n simplexes et Kinitial ,un simplexe initial. Dans quel simplexe K de T se trouve P .1. i=1, trouvé=false, K = Kinitial2. Tant que trouvé=false et i<=n, faire :2.1. Réupérer le simplexe K.2.2. Caluler les oordonnées baryentriques dupoint P par rapport au simplexe K.2.3. Si le point P appartient au simplexe K� Alors trouvé=true et retourne K et ΛK(P ).Sinon� i=i+1� Si il y a seulement une oordonnée baryentrique négative :� Poser K = le simplexe voisin par le �té négatif.Sinon, ©Riardo Camarero 2010

Loalisation par proximité
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� Poser K = le simplexe voisin par le�té le plus négatif ou un des �tés négatifs hoisi aléatoirement.

17
Exemple

aaDe �Génération de maillages éléments �nis anisotropes et adaptatifs�, Thèse de dotorat,M.-G. Vallet, p. 54 ©Riardo Camarero 2010
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Remarques
• Toutes les N + 1 oordonnées baryentriques ne peuvent pas être négativespuisque la somme des N + 1 oordonnées baryentriques est égale à un.
• S'il y a plusieurs oordonnées baryentriques négatives, le hemin le plus ourt estdonné en hoisissant le simplexe voisin par le �té de la oordonnée baryentriquela plus négative.
• Il y a des as pathologiques où l'algorithme de loalisation par proximité tourne enrond. Alors, on hoisit aléatoirement un des �tés orrespondant aux oordonnéesbaryentriques négatives.
• C'est un algorithme d'ordre O( N

√
n) dans le meilleur des as (le nombre devoisins augmente beauoup ave N ). Si on utilise et algorithme pour loaliser unnombre de points proportionnel à la taille du maillage, le oût de la loalisation estd'ordre O(

N
√

nN+1).
19

Point extérieur
aDans le as d'un domaine onvexe, la loalisation d'un point extérieur à latriangulation retourne le triangle le plus près. On interpole en e point, on extrapolejamais.aDe �Génération de maillages éléments �nis anisotropes et adaptatifs�, Thèse de dotorat,M.-G. Vallet, p. 52 ©Riardo Camarero 2010

Initialisation de la loalisation par proximité

20
Domaine non onvexe

aDans le as d'un domaine non onvexe, si on ne fait pas le tour de la frontière, onpeut roire qu'un point intérieur serait à l'extérieur.aDe �Génération de maillages éléments �nis anisotropes et adaptatifs�, Thèse de dotorat,M.-G. Vallet, p. 58
21

Domaine non onvexe
aSi on fait le tour de la frontière, on loalise toujours un sommet intérieur.aDe �Génération de maillages éléments �nis anisotropes et adaptatifs�, Ph.D., M.-G. Vallet,p. 61 ©Riardo Camarero 2010
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22
ProblématiqueL'algorithme de loalisation est optimisé si le simplexe de départ Kinitial est prohedu point à loaliser. Dans e as, 'est un algorithme d'ordre O(n0) pour unsommet et d'ordre O(n1) si on loalise un nombre de points proportionnel à lataille du maillage.De plus, si on se sait près du point à loaliser, on peut supposer que le domaine estloalement onvexe et on évite ainsi à faire le tour des frontières quand le point àloaliser est extérieur.Étant donné un point P à loaliser, il faut pouvoir lui assoier rapidement un autrepoint pour lequel on a stoké un simplexe de départ Kinitial .

23
Grille régulière

aOn peut rapidement aluler le sommet de la grille régulière qui se trouve le plusprohe d'un point P (x, y). Ce sommet pointe sur un simplexe de départ Kinitial .aDe �Génération de maillages éléments �nis anisotropes et adaptatifs�, Thèse de dotorat,M.-G. Vallet, p. 63 ©Riardo Camarero 2010
Boule ironsrite à un triangle

24
Initialisation de la loalisationArbre binaire

aOn parourt l'arbre binaire pour trouver la ellule qui ontient le point P (x, y). Cesommet pointe sur un simplexe de départ Kinitial .aDe �Génération de maillages éléments �nis anisotropes et adaptatifs�, Ph.D., M.-G. Vallet,p. 63
25

Initialisation de la loalisationMaillage triangulaire

aaDe �Génération de maillages éléments �nis anisotropes et adaptatifs�, Ph.D., M.-G. Vallet,p. 63 ©Riardo Camarero 2010
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Boule ironsrite à un triangleLa boule ironsrite à un triangle K = △S1S2S3 est dé�nie par son entre
C = (xC , yC)T et son rayon ρout. Le entre est l'intersetion des médiatries destrois arêtes du triangle et à distane ρout des sommets S1, S2 et S3.

S2

S1

S3

C
ρout

27
Calul de la boule ironsrite à untrianglePour 1 ≤ i < j ≤ 3, ie, pour (i, j) = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)}, l'équation de lamédiatrie de SiSj

(xC − xi)
2

+ (yC − yi)
2

= (xC − xj)
2
+ (yC − yj)

2
,qui se réérit omme

xC(xj − xi) + yC(yj − yi) =
1

2

(

x2
j + y2

j − x2
i − y2

i

)

.On obtient ainsi trois équations pour deux inonnues :









x2 − x1 y2 − y1

x3 − x1 y3 − y1

x3 − x2 y3 − y2
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2 − x2
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1
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3 − x2
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1
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3 − x2
2 − y2
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Calul de la boule ironsrite à untriangleOn résout le système ave deux équations. Le rayon ρout est obtenu par alul dela distane entre le entre et un sommet du triangle.Si on a pas besoin du entre de la boule, il existe une formule donnant le rayon dela boule ironsrite :

ρout = l1l2l3/(4AK),où li est la longueur de la iième arête de K et AK est l'aire de K.

29
Calul de la boule ironsrite à untétraèdrePour 1 ≤ i < j ≤ 4, 'est-à-dire pour (i, j) =

{(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4)}, l'équation de la médiatrie de SiSj

(xC − xi)
2

+ (yC − yi)
2
+ (zC − zi)

2

= (xC − xj)
2
+ (yC − yj)

2
+ (zC − zj)

2
,qui se réérit omme

xC(xj − xi) + yC(yj − yi) + zC(zj − zi)

=
1

2

(

x2
j + y2

j + z2
j − x2

i − y2
i − z2

i

)

.
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