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o= To[c- DI Révision

i
Rappel : Sighaux périodiques — décomposition du signal
=
S Dl
a
8
T
5
A fo : fréquence fondamentale
-5 nf,: harmoniques
(a8
S}
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lll‘ Cadre 1D Révision

i Rappel : Signaux périodiques — série de Fourier

f(t) a, H
== : A — - i | T P
S A“\FQ‘%VIA%’{;Q@WIA{{\ '.mv’,;.‘v?\ f
o ‘Q’Oe I/ XS /AN
g b,
b : : [
g T | T oo
9 f
o o0
T f=2.3 (an cos 71t j + (bn £ j

e T

. 1 .
Formalisme utilisé  f(t) = Z Fre2mkt/T F = - ff(t)e_zmkt/Tdt
dans le cours: kel !
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lll‘ Cadre 1D Révision

i Rappel : Onde carré — série de Fourier

= ! ! !

T T T
0
9 N S R
T,
o2 b fffffffffffff T ” fffffffffff
Wil

O'980 —60 —40 —20 0 20 40 60 80

"SquareWave" by Peretuset - Own work. Licensed under CC BY 3.0 via Commons -
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:SquareWave.gif#/media/File:SquareWave.gif
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Cadre 1D Révision

ﬁ
i Rappel : Ondes de son — séries de Fourier

air
pressure

|| |

M \ \ i \vn VA \vn -
BYRYRY

Waveform of flute

air
pressure

e

| VUV

Waveform of bassoon

Spectrum of flute— Spectrum of bassoon
|
| | k bl | k
01 2:3 456 7 8 0123456789
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Cadre 1D Révision

W
i Rappel : Principe du calcul des coefficients

Fonction a reproduire: f(l')— i ZLI‘.' f(t) sin ﬁ

N T 2rnt
sSin n=1 I/\ /\sm n=2
/\ T T

V' A
MTN( dtlv\A =0

Produit:

(C) Pierre Savard 2013
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Révision
i
i Rappel : développement en série de Fourier

Resumé

® f:fonction a valeurs réelles ou complexes définie sur un intervalle / de
longueur T

® Développement de f en série de Fourier:

f(t) _ Z er2i7rkr/T
keZ

® Calcul des F,, coefficients de la série de Fourier :

1 [ :
F, = — /f(t)e_zmkr/Tdt
T/
® F,: composante fréquentielle de f ala frequence v =k /T
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| Séries de Fourier : interprétation géométrique
i Développement en série de Fourier (1)

Cadre géométrique

Ex: fonction périodiqgue
Cadre / sur une période

® ¢ :ensemble des fonctions définies sur / de carré sommable

® Produit « scalaire » sur € :

< flg >= %/If(t)g*(t)dt

® Décomposition sur une base orthonormale {u,(t) ; k € Z} :

() = 3 Feul®)

Fi. = < flug>
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| Séries de Fourier : interprétation géométrique
i Développement en série de Fourier (2)

Interprétations

Décomposition de f sur une « base fréquentielle »

® Base fréquentielle orthonormée : {u, = e2™/T; k € 7.}

*f(t)= L kel Fkuk(t) ;

composante fréquentielle de
falafréquencev=k/T,
généralement complexe

Eva Alonso Ortiz (ELE8S8812)

Fe=<flu>

Fonction périodique avec fréequence
=S

f(t) — Z er2i7rkt/T Fi = %[If(t)e‘z"ﬂkt”dt
kel
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I Approche géomeétrique de la transformée de Fourier
i Transformée de Fourier

Ex: fonctions non-
Cadre géométrique ( periodiques

® c:ensemble des fonctions définies sur IR de carré sommable

® Produit « scalaire » sur € :

< flg >= /Rf(t)g*(t)dt

« Base fréquentielle »

e {ezmvt; U E ]R} : base fréquentielle orthonormale

® Décomposition :

f(t) = / F(v)e* ™ dy transformée de Fourier inverse
R

® Calcul des « coefficients » :
< fle? ™t > = / f(t)e ?™'dt  transformée de Fourier
R

fonction continue
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I e=Te[(-HIVI Approche geéométrique de la transformée de Fourier

i Lien entre série de Fourier de f périodique et TF de f non-périodique

Série de Fourier

f(t) période T C °
< > n 1
1| oA ==
_ ] 1y
t f
f(t) T augmente C,
[ [ " ‘ A f diminue
. I ”TTTT"
t f

fréquences continues

f(t) T tend vers l'infini G

Af—0

t f

La transformée de Fourier correspond a une série de Fourier ayant une période tendant vers
I'infini et s’applique ainsi a des signaux non-périodiques. Plutét que d’avoir des composantes a
des fréquences discrétes, le nombre de composantes tend vers I'infini et la transformée a un
spectre de fréquences continues.

(C) Pierre Savard 2013
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I Approche géométrique de la transformée de Fourier
i Transformée de Fourier de fonctions périodiques (1)

Position du probleme

* Sj fest périodique: F(v) =< fle* ™! >= fRf(t)e”mdt ne converge pas.

® Pas de transformée de Fourier pour les fonctions péeriodiques ?

Solutions
® Approche rigoureuse : changement de cadre mathématique

® Approche pratique : impulsion de Dirac 6 (t)

Impulsion de Dirac
® 6(t) définie pour tout t € R

BCRE + F(£)0(t — to) = F(10)3(t — to)

ifr #0

. /:S(I)m » . /R(S(t— 0)f(£)dt = F(to)
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I Approche géométrique de la transformée de Fourier
i Transformée de Fourier de fonctions périodiques (2)

Impulsion de Dirac et transformée de Fourier

_ Rappel:
* TF: 0t —tg) S e W0 = 6()51

® TF - 2,7-”/0,5 F 5(V . 7/0) _ 1t H (5(V) =< f|e*™ /f(t imvt gy

Fonctions périodiques
® f T—périodique & fdecomposable en série de Fourier

' . 1 .
1_') _ Z I_—ke2r7rkt/T F, — ? [f(t)elekt/Tdt

keZ

® Proprieté de linéarite

F(v) =2 kez Fko(v — k/T)
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I Approche géométrique de la transformée de Fourier
iTransformée de Fourier de fonctions a temps continu

fde carré sommable (hon-périodique)

e TF: F(v) = / f(t)e 2™t dt
R

o TFI: f(t) = / F(v)e* ™ dy
R

fpériodique de période T

o TFI: f(t) = / F(r)e*™tdy =y~ Fre® ™ /T
R keZ

Eva Alonso Ortiz (ELE8812) Représentation fréquentielle des images 17 / 77



42
e’n‘t

et

e:|:2f'fr,v0t
cos(2m ot + o)
sgn t

1

(—2imt)™

1/t

t]

Rect(—T/2, T/2)
max{0.1— [t|/T}
Vo(sin migt) /mipt
o(t)

5(m)(t)

ot T)

Zni—'Z (S(t - nT)
> nez Cnd(t —nT)

Eva Alonso Ortiz (ELE8812)

I Approche géomeétrique de la transformée de Fourier
i Transformée de Fourier de fonctions usuelles

2
— TV
e

2a/(a® + 47%1?)

(v F 1p)

(e'?°5(v — 1) + e 05 (v + 11)) /2
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I Approche géometrique de la transformée de Fourier
| TF de fonctions usuelles : sinus cardinal

domaine du temps domaine de la fréquence
f(t) |+ A
1/d
~dj2 | +dp2 t ST e
-1/d
+A
1/d
A-/\ ’
1/d >

(C) Pierre Savard 2013
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i Approche géometrique de la transformée de Fourier
i TF de fonctions usuelles : sinus cardinal

(C) Pierre Savard 2013

domaine du temps

domaine de la fréquence

() +A
1/d
-d/2 | +d/2 t G v
(t) 1+ A
1/d
A %A
=l +d/2 t “ = v
() |+ A
_/\ﬁ
—d/21+d/2 t \Y
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I Approche géométrique de la transformée de Fourier
i TF de fonctions usuelles : Impulsion de Dirac

domaine du temps domaine de la fréquence
At) + A Ad
1/d
=
A
on
S Y,
(@
Te
O
o 1
wn
&
k3
(a T
S) t v
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I Approche geometrique de la transformée de Fourier
i TF de fonctions usuelles : une constante

domaine du temps domaine de la fréquence

f(t)
+ A

A (V)

(C) Pierre Savard 2013
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O=Te[(-IDI Approche geométrique de |la transformée de Fourier

i
i
i TF de fonctions usuelles : sinus et cosinus

domaine du temps domaine de la fréquence

A sin(2rf,t) (-A/2)) Af+fo)  +A/2) Hf-f,)

e

A cos(2nf ,t)

A/2 Hf+fo) | A/2 Kf-fo)

S e Rt
\/t

keZ

(0]

S o fo \
AN

©

-

©

%

n Rappel:

= 1

] TF: F(v) = Z Fié(v —k/T) F = = /f‘(t)e—2i7rkt/Tdt
a T/

S
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I Approche géomeétrique de la transformée de Fourier
Propriétés de la transformée de Fourier

Proprieté Dom. des temps Dom. des fréquences
x(t) LX)
y(t) & YW)
Linéarité ax(t) + By(t) L aX (v) + BY(v)
Translation (t) x(t—T) z X(r,f)e_z"'?TW
Homothétie (t) x(at) Z Tal L X(v/a)
Translation (v) x(t)e? 1t L X (v—1)
Homothétie (v) ‘i x(t/a) Z X(av)
Conjugaison x*(t) Z X*(—v)
Convolution [x * y](¢t) Z X(v)Y(v)
Produit x(t) y(t) % [X * Y](v)
Dérivation dmx(t)/dt™ Z (2iTr)MX(v)
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I Approche géométrique de la transformée de Fourier
Propriété de la transformée de Fourier : décalage

domaine du temps domaine de la fréquence
F(v
() (V)
AJ \ e
t
\Y
e = cosd + isind
&
Q r(t—t,) F(v)
©
3
L | t, t v
(a T \
S)
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i e=To[-MIVI Approche géométrique de la transformée de Fourier

(c) Pierre Savard 2013

Propriété de la transformée de Fourier : convolution

domaine du temps domaine de la fréquence
x(t) X(v)
h(t) H(v)
convolution — produit

x(t) * h(t) =

X(v)-HW)
J x(D)h(t — 7)dt
produit & convolution
x(t) - h(t) X(wv)*H((v)
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I Approche géométrique de la transformée de Fourier
Convolution par une impulsion de Dirac

x(t)

(c) Pierre Savard 2013
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E Plan
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| I . o F DR Echantillonnage
i Echantillonnage

signal continu v(t) signal discret v,

convertisseur
analogue/numérique

(c) Pierre Savard 2013
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| I o.'c (F DR Echantillonnage
i Repliement

I:signal =1 Hz
Fech=0.87 HZ Fobservée=0'11 HZ Fech=1'11 HZ Fobservée
Feen= 2 Hz Fich,

(c) Pierre Savard 2013
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=5 Hz — correctement échantillonné
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Please download and
slido install the Slido app on \,@.
all computers you use \_° |

La fréquence la plus élevé que les
humains peuvent entendre est autour de
20kHz.

Pour encoder la musique quelle est |la
fréguence minimale a laquelle on devrait
échantillonner les ondes de pression?

@ Start presenting to display the poll results on this slide.



| I o'« S U Echantillonnage
i Transformée de Fourier d’un train d'impulsions

Représentation mathématiqgue de I'échantillonnage:
Pr(t) = Xne—oc 6 (t — nTy)

domaine du temps < domaine de la frequence

pre(lt) ! ‘ |Pre(V)| * I I

N4 t -1/T, 0 AL 2/T,
T

e

pr.(t) & Pr(v) = 1/T. Y 6(v — k/Te)
kcZ

(c) Pierre Savard 2013
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| I = - F ) chantillonnage
i Conséquences spectrales de I'échantillonnage (f.>2f..,.)

fit)

/a(t)1 d;écham?lilrc])nnage
>

o 3

% f(t)-p(t)

E Ul

N NG

Eva Alonso Ortiz (ELE8S8812)

[F(V)I
fmax

-

|P(V)]

if

iz 0 el el

Frequence de Nyquist (fy,quise) = fo/2
Ici, plus élevée que la fréquence

CONVOLUTION  maximum du signal
IF(v)*P(v)]

= sl —— s
i 2 SO 2 =
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W o[NPI Echantillonnage

i Conséquences spectrales de I'échantillonnage (f,

fit)

p(t)
1

(c) Pierre Savard 2013

NSNS

t

9
&IHHHL

<>
T

e

At)xp(t)

|ItI]H

t

Eva Alonso Ortiz (ELE8S8812)

t

<2fmax)
F(v)]
‘meax
f
IP(v)] :
_fe O fe=1/Te zfe 3fe f
recouvrement S,DE‘CtI’G/
S max>f uis
IF(v)*P(V) pas
A A A A
o/ RS 2 1 i e e
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1 Cadre1D [NSUCIEIRULELE
i Transformée de Fourier de signaux échantillonnés

Synthese

o folt) = Z fad(t —nTe) <= F.(v) périodique de période 1/ T,
nel

_ —2iTtvnTe F, (V) = ff (t)e{_ZiTWt}dt
o TF:- Fe(v)= Z fhe :e [ ana(te— nT,)el-2imvtl e = yf ol-2imvnT)

neZ
1 Fonctions périodiques
Te 1 ® f T—périodique < fdécomposable en série de Fourier
® TE| - f = Te/ Fe(I/)e2mynTedV fT-p q. f p 1
0 f(t) - Z er2i7rkt/7' F, = ? /f(t)e2i77kt/Tdt
I

keZ

® Propriété de linéarité

Rappel diapo 16 2 F) = 2kez Fidlv = K/ T)

T
* Sif, =f(nT,) avecf(t) & F (v), alors F, (v) est obtenu par

périodisation de F (v) a la période 1/ T,: F.(v) = £l Y F (1/ - Ti)
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1 CadrelD [NSICOUICURELE
i Echantillonnage (1)

Principe

Fchantillonnage 3 la période T,
® Enpratique: f(t) — {f(nTe); ne Z}

® Représentation mathématique : pr.(t) = Z 6(t — nTe)
nez

f(t) — fe(t) = pr(t) F(£) = > F(nTe)d(t — nTe)

nezZ

® Remarque : PT.(t) % Pr.(v)=1/Te 25(7/ —k/Te)
kEZ
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1 Cadre1D [SCIEUNICURELE
i Echantillonnage (2)

“]:'
Interprétation fréquentielle : f (t) & F (v)

£(t) 5 Fo(v) = Pr

- (1/Te > 6w —k/ Te)) « F(v)

keZ

— 1/TeZF(V_k/Te)

keZ

(v) * F(v)

®* £ (v) obtenu par « périodisation » de F (v) a la période 1/ T,

® Calculdirect: F,(v) = Z f(nT,)e 2imnTe
ne

On retrouve que F,(v) est périodique de période 1 /T,
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1 Cadre1D [SCIEUNICURELE
i Echantillonnage (3)

Interprétation fréquentielle : réciproque
F (v) périodique de période 1/ Te
® DSF (“Discrete Fourier Series”) de F (v) :

1

F(v) = Z Fe2mkTe . F T, /Te F(v)e2™kTeq,,
keZ 0
F, : coefficient du DSF d’indice —k

* TFideF(v): f(t)=) Frd(t—kTe)
ke

Conséqguence

f (t) échantillonné a la période T,

L
f(nTe) = Te/
0

F(V) eZiﬂunTe du
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| I b DR Cchantillonnage
| Théoreme d’échantillonnage (1)

Position du probleme
Possibilité de passer de maniere réversible (sans perte d’information)

def.(t)a f(t)?

Solution
® Domaine temporel
* f(t) —>f,(t) :immédiat
* f,(t) —>f(t):???
® Domaine frequentiel
* F(v) —>F,(v): 1/T périodisation
*Ff,(v) —>F): retroeuver F (v) dans sa version périodisée F, (v)

[ Possible si la périodisation de F (v) se fait sans recouvrement
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1 Cadre1D [SCIEUNICURELE
i Théoreme d’échantillonnage (2)

Condition suffisante
® F(v)abandelimitée [~.°]: F(v) =0 si |[v]| >
*Si 28<1/T, f(t) peutétre échantillonné sans perte d’information

| . : _ , :
_Jze f/2 0 fe/Zfe:I:]_/Te zlfe f
En pratique
® £, (v) défini a partir de sa « période centrale » [_% , %]
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1 Cadre1D [SCICUNICURELE
i Théoreme d’échantillonnage : illustration

Spectre de f

Fréquences

Spectre de f

IF (V)]

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
Fréquences

T, = 1 : échantillonnage sans recouvrement
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N & (<3 g - chantillonnage
i Théoreme d’échantillonnage : illustration

Spectre de f

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
Fréquences

Spectre de fe

9]

Fréquences

T, = 2 : échantillonnage avec recouvrement
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1 CadrelD [NSICOUICURELE
i Echantillonnage et reconstruction : synthese

Echantillonnage

e F(v) — Fe(v)=1/Te> F(v—k/Te)=) f(nTe)e 2™ e

keZ neZz

o (t) — fo(t) = p1.(t) =) f(nTe)d(t—nT,)

Reconstruction (si le théoreme d’échantillonnage est satisfait)
° Fe(l/) — F(l/) = T, Fe(l/) ReCt[—l/(2Te) 1/(2Te)](l/)

£(1) — £(t) = £(t) * sin(mt/ Te) anT sm (t—nTe)/Te)

it/ Te mw(t—nTe)/ Te

llustration
Voir démonstration demo_replielD
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i CadrelD |RECiERUICLLELE
Aspects pratiques

Situations typiques

® Souvent impossible d’éviter le recouvrement spectral

Filtrage passe-bas anti-repliement avant I'échantillonnage

https://www.youtube.com/watch?v=p08WDDNjwAE&ab channel=SimonHutchinson

® Manipulation de quantités numerisées
® Domaine temporel ou spatial : nécessité de données discrétisées
® Passage au domaine fréquentiel : variable v continue !

® Qutil disponible : transformée de Fourier rapide (FFT)

[ Comment obtenir, interpréter et manipuler des fréquences discretes ?
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https://www.youtube.com/watch?v=p08WDDNjwAE&ab_channel=SimonHutchinson

lll‘ o[-V Il Echantillonnage

i Aspects pratiques : Durée finie de |la fenétre d’acquisition

domaine du temps domaine de la fréquence
J \/ i + e T WP ]
P — siaAL A
ANALYSER
FONETRE. DO TEE TR
PACRULSITION ReCTANGUUAIRE
>t g 7 i~ G =
DovOLITIONS DO SiavAL R W TAETRE
PRODOT  DO_SIGNAL | P
\ ‘MR Lk TEReETRE

U o\
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i CadrelD |RECiERUICLLELE
i Aspects pratiques : Durée finie de |la fenétre d’acquisition

domaine du temps domaine de la fréquence
DrovOLITION DO SiaMAL TR o TARETRE

| PPCDOT DO _SiGNAL ' P
\ ‘MR LA TENETRE
/\ ] - -

w;;ﬁ TILONAGE (‘m DHWRSONS codankrce
(AT R TETE 5
A ¢ ac -\/ot ] ﬁﬁ:t 1/at

DovOLITION DO SiGMAL, WE
m €T LE TRAID D cANTILLONAGE

. oot ™ -‘“m
' R LA -'E'NF € ET
r‘ [ [ ETE’\!H i Muumﬁi

=
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i CadrelD [NSGERUIICHRELE
i Aspects pratiques : échantillonnage fréquentiel et périodicité
implicite

domaine du temps domaine de la fréquence

DvOWTION DO SiaMAL. HE L
TAXETRE 7 L€ TRAID DEcHRnTLLDIAGE

i PRCDUT DO _SiGRNAL P
1.‘ I[ AR A R T oW J \ , \ f \ { ! / \ [ }
P B

'rﬁmpa he‘t
mu-: -
I >t \ -

LR

/A% Al af
RGio) CALCOUEE

PaR A FFT "M

S\GIAL
ACRULS o F

saut brusque
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| N o+ (-F ] Transformée de Fourier a temps discret et TFD
Caractéristiques de la transformée de Fourier

slido @&

Eva Alonso Ortiz (ELE8S8812)
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Please download and
slido install the Slido app on \,@.
all computers you use \_° |

Associez les signaux a
leur TF

@ Start presenting to display the poll results on this slide.



E Plan

1. Cadre 1D
® Révision
® Séries de Fourier : interprétation geométrique
® Extension : approche geométrique de la transformée de Fourier
® Echantillonnage

® Transformée de Fourier a temps discret et transformée de Fourier
discrete

2. Cadre2D

® Extension 2D de la transformée de Fourier
* Echantillonnage
® Aspects practiques
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| N o o (- Il Transformée de Fourier a temps discret et TFD
Signhaux a temps discret

Définitions et propriétés

® Signal a temps discret : Transformée de Fourier de signaux échantillonnés
{fn ‘ne Z} Synthese

aRl(t) = Z f0(t — nTe) < Fe(v) périodique de période 1/ T,
neZ

Rappel diapo 35 = .

1

° TFl . fn _ Te /OTe Fe(l/)eZim/nTedV

® Transformé de Fourier a temps discret : v, : fréquence réduite a valeurs continues
0 |
F(vr) = E fpe </ a— VS
ncz

® Transformée de Fourier inverse a temps discret:
1

: _/5 AT, 12T 1/2TayT,

-

/_—(Vr)e2i7rm/r dVr

N[
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| N o« |-F | Transformée de Fourier & temps discret et TFD
i Transformée de Fourier discrete

Formalisation
v, : fréquence reduite a valeurs continues

F(Vr) _ Z fne—2i7'rm/, -

neZ

® N échantillons dans l'intervalle [0, 1]

‘~ 12 . . i T
N——mp § mMp2-1—"mp S m

, e T k
® Fréguences discrétisées: v = = ,k=01,... N—1

N—1
Fi="> fae 2™ /N Transformée de Fourier discréte
n=0

N—1
fo— i E, e2imkn/N Inverse transformée de Fourier discrete
n N k€

k=0

Mise en ceuvre
Calcul rapide par FFT si N est une puissance entiere de 2
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I Transformée de Fourier a temps discret et TFD
i TF discrete et problemes pratiques (1)

TF discrete et représentation spectrale

® N echantillonsf, ;0<n<N—1.Que représente sa TFD

® Si f exactement périodique de période N

F, : transformeée de Fourier « exacte »

® Sifnulleal'extérieurde [0, N — 1]

F.=F(v,) pour v,=k/N
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I Transformée de Fourier a temps discret et TFD
i TF discrete et problemes pratiques (2)

Conségquences

® fpériodique, mais la fenétre d’acquisition ne contient pas un nombre entier
de périodes de f : erreur de représentation du spectre

lllustration : voir démonstration demo_sin

® Sifnulle al’extérieur de [0, N — 1] : on peut obtenir une meilleure
représentation du spectre, F (v,), en prolongeant{fn ; 0 <n <N — 1} par
des 0.

|llustration : voir démonstration demo_bourrage

® Symétriquement : re-échantillonnage de f en prolongeant F, par des O
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I Transformée de Fourier a temps discret et TFD
i TF discrete et problemes pratiques (3)

Convolution par FFT

® Convolution : (f * h)(n) <f> Produit : F, H,
®* Fet Hdoivent avoir la méme taille & f et h doivent avoir la méme
taille
® Hypothese sur f et h : périodicité
® convolution « circulaire »

® Sifeth pas periodique: prolongement de f et h par des zéros pour obtenir une
taille P > taille(f) + taille(h) — 1

® Quantités réelles & TF paire

Rééchantillonnage (décimation)

Nécessité d'un filtrage passe-bas pour éviter le recouvrement spectral
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i Transformée de Fourier a temps discret et TFD
i TF discrete et problemes pratiques (4)

Indexation de la TFD

F(u)

Two back-to-back
periods meet here.

1

! M 1
— M2 0 M2-1- =M/ y Jl' M
F(u)
A
Two back-to-back
periods meet here.
| - U

¢ ".",'."'. " . ..' | s -.."...r-‘_' LA
| | |
0 “—M/2 —M -1

’*— One period (M samples) —*‘
© 1992-2008 R. C. Gonzalez & R. E. Woods
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- T[NV Transformée de Fourier a temps discret et TFD
i Exemple

Considérez le signal échantillonné f{(t) ci-bas. Quel seront les
valeurs F, obtenue avec la TFD (en format x+iy)?

- 10
F, = Z fne—kan/N 5

n=0 r | |

3+ | |

' |

2 | : :

A | ! |

0 ! l I :

-t
0 to  to+ AT ty+2AT ty+ 3AT

© 1992-2008 R. C. Gonzalez & R. E. Woods
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Please download and
slido install the Slido app on \,@.
all computers you use \_° |

Considérez le signal
échantillonné f(t) ci-bas. Quel
seront les valeurs Fk obtenue
avec la TFD?

@ Start presenting to display the poll results on this slide.



i =[NV Transformée de Fourier a temps discret et TFD
Devoir

Montrez que la transformée de Fourier continue est une
opération linéaire. Vous pouvez faire la preuve en 1D.
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E Plan

1. Cadre 1D
® Révision
® Séries de Fourier : interprétation geométrique
® Extension : approche geométrique de la transformée de Fourier
® Echantillonnage
® Transformée de Fourier a temps discret et transformée de Fourier
discrete

2. Cadre2D

[’ Extension 2D de la transformée de Fourier

* Echantillonnage
® Aspects practiques
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I Cadre 2D Extension 2D de la transformée de Fourier

Représentation spectrale — extension a

M
e

2P

(B d

k-space

Center of

Eva Alonso Ortiz (ELE8812)

V-

#

Figure 4.5 Constructing a complex waveform or image from sim-
pler components. Any data, no matter how complex, can be con-
structed from simpler components. Shown in (A) are three sine
waves, each with a different frequency. When combined, they form
the waveform at right. By combining more and more sine waves of
different frequencies and phases, very complex waveforms can be
created, such as that of music. The same principle holds for two-
dimensional data (B), except that here the components are gratings of
particular spatial frequencies (i.e., how closely spaced are the bars),
phases, and angles. By combining a very large number of these grat-
ings, complex images can be created, such as those used in MRL
Shown in () is the k-space plot of the summed image; the individual
eratings are associated with the three bright pixels.
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Please download and =
slido install the Slido app on
L ° ]

all computers you use

Quels points sur I'image
du spectre
correspondent aux
images ?

@ Start presenting to display the poll results on this slide.



I Extension 2D de la transformée de Fourier
Représentation spectrale — extension a 2D

/
I I I
: . _r : s

U

Slide courtesy of Elfar Adalsteinsson
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Extension 2D de la transformée de Fourier

Image space k-space
Image space k-space
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I Cadre 2D Extension 2D de la transformée de Fourier

Slide courtesy of Elfar Adalsteinsson
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i Cadre 2D Extension 2D de |la transformée de Fourier

) r‘*|f |‘|

Slide courtesy of Elfar Adalsteinsson
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Please download and =
slido install the Slido app on
L ° ]

all computers you use

De quoi aura l'air la TF
de lI'image "zoomed-out”
/ sous échantillonnée ?

@ Start presenting to display the poll results on this slide.



i Cadre 2D Extension 2D de la transformée de Fourier

Slide courtesy of Elfar Adalsteinsson

T Ax

Eva Alonso Ortiz (ELE8S8812)

"L\rr!
Jid!
256 X 256

jlf-|‘|

! e

2

d fnyquist
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i Cadre 2D Extension 2D de la transformée de Fourier
Extension 2D

Représentation fréquentielle
® Notion de frequence : projection sur une « base frequentielle »

® En 1D : une variable dans le domaine de départ et une variable
fréequentielle

® En 2D: deux variables dans le domaine de départ = deux variables
frequentielles.
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| N o+ (Pl Cxtcnsion 2D de la transformée de Fourier
Représentation fréquentielle

Hypotheses

® f(xq,x,) de carré sommable (i.e., [[]f(x,x,)|* dx, dx, converge)

® Produit scalaire: < f, g >:/ f(x1,x2)g" (x1,x2)dx7 dxo

®* « Base fréguentielle » : {ezm(ylxﬁl&xﬂ . (v1,10) € Rz}

Transformée de Fourier 2D

Démarche intuitive par succession d’operations:
= —2iTr1Xx
f(Xl,XQ) — F(Vl,XQ) = f(Xl,XQ)e 1 1dX1
Fva —2ITV2X
F(l/l,XQ) — F(Vl, V2) — F(Vl,XQ)e 2 2C/Xz

- / f(x1, xp) e 2 Hv222) dg
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| N o+ (Pl Cxtcnsion 2D de la transformée de Fourier
Représentation fréquentielle

Transformée de Fourier 2D

e[ S7ADE F(Vl, V2 / f-(Xl7 _ZIW(V1X1+V2X2)dX1dX2

*TH2D: f(x1, %) = f/ F(v1, vo) e mratraxe) gy, dyy

Propriétés importantes
® Ordre d'intégration indifférent (théoreme de Fubini).

® Séparabilité : e2im(vixitraxa) — g2imvixg g2imraxe
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ﬁ Extension 2D de la transformée de Fourier
i Fonctions périodiques

[ |l faut préciser la variable par rapport a laquelle f est périodique

® fpériodique par rapport a x; et x,, aux periodes T, et T,.

kqx ko x:
® 7 o i 2”1. 1 1_|_ 2 2
Décomposition de f : f(x1, ) Z s ke € Tl )

ki,ka

—ZfW(k.l’.xl—l—k%.xz)
avec Ay, k, = 7 Tz/; | f(x1,x2)e 1 2/ dxydxo
1 2
° k k
P20 Fenn) = 3wt (1 7)1 (2 7)

ki,ko

Impulsions disposees regulierement sur une grille cartésienne, a des

. 1 L 1 L
intervalles de = dans la direction v, et T dans la direction v,
1 2
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I Extension 2D de la transformée de Fourier
Propriété supplémentaire de la TF 2D

Rotation

X Imagef(Xl,XZ) HF(vlJvZ)

* g(x1,x0) = f[R_g(x1,x2)] ; R_p : rotation d’angle —6

® Image tournée de —0 : g (x{,X%,) <> G(v,,v,)

®* On montre que G(v1,10) = F[R_p(v1, 12)]

® Principe de la démonstration : changement de variable dans l'intégrale

double de Fourier

lllustration

Voir démonstration demo_rotTF

Eva Alonso Ortiz (ELE8812) Représentation fréquentielle des images 73 /77



E Plan

1. Cadre 1D
® Révision
® Séries de Fourier : interprétation geométrique
® Extension : approche geométrique de la transformée de Fourier
® Echantillonnage
® Transformée de Fourier a temps discret et transformée de Fourier
discrete

2. Cadre2D

® Extension 2D de la transformée de Fourier

[® Echantillonnage

® Aspects practiques
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I Extension 2D de la transformée de Fourier
i TF 2D de signaux échantillonnés

Extension directe des résultats 1D

® f.(x{,X,) échantillonné (T,,,T,,) = F.(v,,v,) périodique (1/T,,, 1/T,,)
* f.(v,,v,) obtenu par périodisation de F (v, ,v,) <>/ Ur;z:;gf;de |

® période 1/T,, dans la direction v, SR

N ,
s

Y /<>\

® période 1/T,, dans la direction v,
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| I o+ -Vl ©chantillonnage
i Théoreme d’échantillonnage (1)

Echantillonnage sans perte d’information

® Principe : éviter le recouvrement spectral
® Condition suffisante : si F (v, v,) a bande limitée ( [-B,,B,], [-B,,B,] )

Echantillonnage sans perte si les périodes d’échantillonnage Te et Te

1 2

selon x, et x, vérifient respectivement

1 _ 1
Lo s (T <
1 1
Te2 — V82 > 282 T82 < 282
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| I o -« |-V V| Cchantillonnage
i Théoreme d’échantillonnage (2)

lllustration

Footprint of an

ideal lowpass
>/ (box) filter
A
a

Y
-

—— |
Y
-

DA N\ G\ N A

AN
v

l'u' max

© 1992-2008 R. C. Gonzalez & R. E. Woods

Exemple
Voir démonstrations demo_alias
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| I o -« |-V V| Cchantillonnage
i Question

Considérons une image en damier dans laquelle chaque carré
mesure 1 x 1 mm. En supposant que l'image s'étende a l'infini
dans les deux directions de coordonnées, quelle est la fréquence
d'échantillonnage minimale (en échantillons/mm) requise pour
éviter le repliement ?

slido @& ;

Eva Alonso Ortiz (ELE8812) Représentation fréquentielle des images 78 /77



Please download and
slido install the Slido app on \,@.
all computers you use \_° |

Considérons une image (infinie) en
damier dans laquelle chaque carré
mesure 1 x 1 mm. Quelle est la fréquence
d'échantillonnage minimale (en
échantillons/mm) requise pour éviter le
repliement ?

@ Start presenting to display the poll results on this slide.



E Plan

1. Cadre 1D
® Révision
® Séries de Fourier : interprétation geométrique
® Extension : approche geométrique de la transformée de Fourier
® Echantillonnage
® Transformée de Fourier a temps discret et transformée de Fourier
discrete

2. Cadre2D

® Extension 2D de la transformée de Fourier
* Echantillonnage

[‘ Aspects pratiques
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| N o« (- V| /\spects pratiques
i Représentation fréquentielle, TF discrete et
problemes pratiques

Indexation de la TFD

1
T T R e R — i
\ \
| ! | | | |
\ J \ \ | |
\ ] \ \ | |
[ | \ \ | |
\ 1 \ \ | |
\ ] \ \ | :
\ ] \ \ r
\ 1 \ \ (0, 0) IN/2 N -1 |
L . . . . —»F-—ﬁ————*-—_} _\l .
\ 1 \ \
| 1\ | |
[ [ oY \ \ .
\ | F(u, v) \ \ \ M /2 —
\ f \ \ —
} }Four back—to—back} }
| | periods meet here. | P
‘ ]pclluds meet llt.‘lt‘.‘ ‘ M—1— F(u, v)
— ,7+ S — — 774i. N ———— 4{ — — #_ D — —
| | | | f

Y U /

Four back-to-back /
periods meet here.

| | = Periods of the DFT.

= M X N data array, F(u, v).

© 1992-2008 R. C. Gonzalez & R. E. Woods
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i =To[(-WIVI Aspects pratiques

._h ‘Ill
{

ab

c d

FIGURE 4.24

(a) Image.

(b) Spectrum
showing bright spots
in the four corners.
(c) Centered
spectrum. (d) Result
showing increased
detail after a log
transformation. The
zero crossings of the
spectrum are closer in
the vertical direction
because the rectangle
in (a) is longer in that
direction. The
coordinate
convention used
throughout the book
places the origin of
the spatial and
frequency domains at
the top left.

— - _\'

-

!

L

—

=

'

|

u u

~demo_shift
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