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Justifiez et simplifiez vos réponses. Matricule:

Question 1 (10 points)
Les quatre questions suivantes sont indépendantes.

a) (3 pts) Exprimer le nombre suivant sous la forme a + i b, ou a et b sont

réels:
(1 + Z')2023 .

b) (2 pts) La fonction
f(2) =sin(22%) — 1 + 7122
est-elle entiere? Justifier votre réponse.

c) (2 pts) Exprimer le nombre suivant sous la forme a + ib, ot a et b sont

réels:
Z~3i _ (13)1

d) (3 pts) Expliquer la différence entre un pole et une singularité essentielle.
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Justifiez et simplifiez vos réponses. Matricule:

Question 2 (10 points)

a) (3 pts) Soit P(z) un polynome d’une variable complexe z. On suppose que
les coefficients de P sont réels. Montrer que si zg € C est une racine de P,
alors zZp ’est aussi.

b) (4 pts) Trouver toutes les racines complexes z de 1’équation
=72 4+1322-72412=0.

c) (3 pts) Donner le développement en série de Laurent de la fonction

1

f(z) = EEEEEE

valide pour |z — 2| > 1.
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Justifiez et simplifiez vos réponses. Matricule:

Question 3 (8 points)

On considere la fonction f définie par

ou z € C.

Déterminer la nature de toutes les singularités (c’est-a-dire: singularité ap-
parente, singularité essentielle, pole d’ordre a préciser ...) de f, et évaluer les
résidus de toutes les singularités.
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Justifiez et simplifiez vos réponses. Matricule:

Question 4 (12 points)

Les trois questions suivantes sont indépendantes.

a)

b)

(4 pts) Evaluer
]{ Zdz,
|z|=m

ou la courbe est parcourue dans le sens anti-horaire, et exprimer votre
réponse sous la forme a + i b, ol a et b sont réels.

(3 pts) Evaluer
/ sinh(z) cosh(z) dz,
c

ou C est le segment de droite reliant les points 0 et a7, parcourue de 0 a a4,
ou « est une constante réelle. Exprimer votre réponse sous la forme a + i b,
ou a et b sont réels.

(5 pts) Evaluer
/00 cos(w ) iz,
o 1+a?

ou w > 0, et exprimer votre réponse sous la forme a + ib, ou a et b sont
réels. Justifier chaque étape de votre démarche.
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AIDE-MEMOIRE

Conditions de Cauchy-Riemann : u, = vy, uy, = —v,.

_ 1 1 f(z)

2mtJ z—a

|
Seconde formule de Cauchy : f™(a) = v %f(z) dz

Premiere formule de Cauchy : f(a) dz.

T om (z—a)rt1
Pole simple en z = a : Res (f(2);2 =a) = ll_l}(lz((z —a) f(2)).
Pole double en z = a : Res (f(z);z2 =a) = ll—%jz ((z —a)? f(z)) :
dnfl
Pole d’ordre n en z = a : Res(f(z);z2 =a) = o _1 0 lim e ((z—a)" f(2)).



