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Rappel : intégrale de Riemann en une variable

Soit
@ une fonction f(x) définie sur un intervalle [a, b].

@ une subdivision xp = a,x1,...,x, = b de [a, b]

Ax = x; — xj—1 (chaque sous-intervalle [x;_1, x;] de méme longueur).

un point x; € [xj_1, X;] pour chaque sous-intervalle.
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Rappel : intégrale de Riemann en une variable

Soit
@ une fonction f(x) définie sur un intervalle [a, b].
@ une subdivision xp = a,x1,...,x, = b de [a, b]
e Ax = x; — xj—1 (chaque sous-intervalle [x;_1, x;] de méme longueur).

@ un point x/ € [xj_1, X;] pour chaque sous-intervalle.

Définition

‘

L'intégrale de f sur [a, b] est définie par

/abf( dx—nI|_>ngto(x

si cette limite existe (indépendamment des points x;« ).
Dans ce cas on dit que f est intégrable sur [a, b].
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Rappel : intégrale de Riemann en une variable (2)
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Intégrale double sur un rectangle

Soit
@ Une fonction f : R? — R de deux variables x et y.
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Intégrale double sur un rectangle

Soit
@ Une fonction f : R? — R de deux variables x et y.

@ Un rectangle

R=[a,b] x [c,d] = {(x,y) e R*|a< x< b,c<y<d}.
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Intégrale double sur un rectangle

Soit
@ Une fonction f : R? — R de deux variables x et y.

@ Un rectangle

R=[a,b] x [c,d] = {(x,y) e R*|a< x< b,c<y<d}.

@ Des subdivisions d'égale longueur
Xo = a,X1,...,X, = b de [a, b]
Yo=Y, Ym = d de [C3 d]
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Intégrale double sur un rectangle

Soit
@ Une fonction f : R? — R de deux variables x et y.

@ Un rectangle
R=[a,b] x [c,d] = {(x,y) e R*|a< x< b,c<y<d}.

@ Des subdivisions d'égale longueur
Xo = a,X1,...,X, = b de [a, b]
Yo=Y, Ym = d de [C3 d]

® Rjj = [xi—1,xi] X [yj1,¥]] le sous-rectangle

{(Xa)/) € R?| xj_1 SX<X,Yj-1SYy Syj}-
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Intégrale double sur un rectangle

Soit
@ Une fonction f : R? — R de deux variables x et y.

Un rectangle
R=[a,b] x [c,d] = {(x,y) e R*|a< x< b,c<y<d}.

@ Des subdivisions d'égale longueur
Xo = a,X1,...,X, = b de [a, b]
Yo=Y, Ym = d de [C3 d]

® Rjj = [xi—1,xi] X [yj1,¥]] le sous-rectangle
{(Xa)/) eR?|x_1 <x< Xi,¥j-1 <y < yj} :
o AA,'J' = (X,' — x,-_1)(yj — yj_l) I'aire de R,J
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Intégrale double sur un rectangle

Soit
@ Une fonction f : R? — R de deux variables x et y.

Un rectangle
R=[a,b] x [c,d] = {(x,y) e R*|a< x< b,c<y<d}.

@ Des subdivisions d'égale longueur
Xo = a,X1,...,X, = b de [a, b]
Yo=Y, Ym = d de [C3 d]

® Rjj = [xi—1,xi] X [yj1,¥]] le sous-rectangle
{(Xa)/) eR?|x_1 <x< Xi,¥j-1 <y < yj} :
o AA,'J' = (X,' — x,-_1)(yj — yj_l) I'aire de R,J

Un point (x,-*,yj") € Rjj pour chaque sous-rectangle.
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Intégrale double sur un rectangle (2)

y P
/
d+
A V
Yi— T °
J R;
Yj-1+
c +
a xi—{  x b x
x*
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Intégrale double sur un rectangle (3)

Py L z="f(x,y)
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Intégrale double sur un rectangle (4)

Définition ;: Théoréme de Fubini

Soit f une fonction continue sur le rectangle R = [a, b] X [c, d]. Alors

//f(X,y)dA:/ab/cdf(x,y)dydx:/Cd/abf(x,y)dxdy.
R
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Exemple 1

Estimons le volume délimité par :
@ Lecarrée R=[0,2] x [0,2]
o Le paraboloide elliptique z = 16 — x> — 2y?

Exemple 2

Calculons 'intégrale

I = // y sin(xy)dA
[1,2]x[0,x]
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Domaines de types | et |l

@ Un domaine de type | est une région du plan définie par

D={(x,y)la<x<b, gi(x)<y<g(x)}

ol a et b sont des constantes et g1, g» des fonctions continues.
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Domaines de types | et |l

@ Un domaine de type | est une région du plan définie par

D={(x,y)la<x<b, gi(x)<y<g(x)}

ol a et b sont des constantes et g1, g» des fonctions continues.

@ Un domaine de type Il est une région du plan définie par

D={(x,y)| m(y) <x < h(y), c<y<d}

ou ¢ et d sont des constantes et hy, hy des fonctions continues.
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Calcul d'une intégrale sur un domaine de type | ou Il

Théoréme

@ Soit f une fonction continue par morceaux sur un domaine D de

type |. Alors
b rega(x)
//f(x,y)dA:/ / f(x,y)dy dx.
s a Jgi(x)
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Calcul d'une intégrale sur un domaine de type | ou Il

Théoréme

@ Soit f une fonction continue par morceaux sur un domaine D de
type |. Alors
b rga(x)
//f(x,y)dA:/ / f(x,y)dy dx.
s a Jgi(x)

@ Soit f une fonction continue par morceaux sur un domaine D de
type Il. Alors

//fxy)dA / /h f(x,y)dxdy.
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Exemples

Exemple : Type |

Fonction : f(x,y) = x + 2y \ /
Domaine D : 7
y=1+ x?
y =2x2 R S A A N B B S
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Exemple : Type |

Fonction : f(x,y) = x + 2y
Domaine D :

y=1+x?
y =2x°

Exemple : Type Il

Fonction : f(x,y) = x? + y2
Domaine D :
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Propriétés des intégrales doubles

Théoréme

Soit f et g des fonctions intégrables sur un domaine D et ¢ une constante.
Alors

o [[irxntetxnaa= [[fixy)aas [[ gy an
D D D

2] //cf(x,y)dA—c//f(x,y)dA
D D

@ Si f(x,y) > g(x,y) pour tout (x,y) € D alors

[[ tonron [[ eteran
D D
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Propriétés des intégrales doubles (2)

Théoréme

Soit f une fonction intégrable sur un domaine D.

Q@ Si D = Dy U D, et I'intersection Dy N D, est une courbe (ie. d'aire
nulle) alors

//f(X,y)dA://f(x,y)dA+//f(X7y)dA'
D D A
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Propriétés des intégrales doubles (2)

Théoréme

Soit f une fonction intégrable sur un domaine D.

Q@ Si D = Dy U D, et I'intersection Dy N D, est une courbe (ie. d'aire
nulle) alors

D D e
(2] //ldA:aire(D).

D
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Propriétés des intégrales doubles (2)

Théoréme

Soit f une fonction intégrable sur un domaine D.

Q@ Si D = Dy U D, et I'intersection Dy N D, est une courbe (ie. d'aire
nulle) alors

//f(x’y)dA://f(X=Y)dA+//f(x,y)dA,
D D e
(2] //ldA:aire(D).
D

@ Sim<f(x,y) <M pour tout (x,y) € D, alors :

mA(D) < // f(x,y)dA < MA(D)
D
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Exemples

Exemple : Type | et Il

Fonction : f(x,y) = xy
Domaine D : :

y =)

x=1
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Exemple : Ex 6.2.54

Fonction : f(x,y) =y
Domaine D :

1
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Exemple : Ex 6.2.54
Fonction : f(x,y) =y

Domaine D :
x:y—y3 P
y=(x+1)?
X,}/Z _1

Exemple : Ex 6.2.65

Fonction : f(x, y) = xe’’

Domaine D :
x=y>—4
X:4—y2
y=>0
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