LE KRIGEAGE

Le krigeage est une méthode qui permet de reconstruire, a partir d’une série de mesures
d une entité géométrique ou d’ observations d’ un phénoméne, un modele mathématique approché
du phénomeéne ou de laforme.
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Le principe de la méthode est simple. Tout ensemble d observations ou mesures
peut s écrire sous laforme suivante :

u(x) =a(x) + b(x) (2.1)

ou a(x) estlavaeur moyenne de |’ échantillon (appelée dérive)
b(x) est unefonction qui représente les fluctuations (appel ée covariance)

Le krigeage va nous permettre de déterminer ces deux fonctions a(x) et b(x) de fagon
singuliére.

MISE EN PLACE DESEQUATIONS DU KRIGEAGE

La premiére notion importante est celle de valeur moyenne ou d’ espérance mathématique
E[]. Par exemple, pour un cas discret, soit un échantillon tel que

O:{ Ola OZ! 031 041 ey Oia aon}
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n

alors E[O] =& p,o0;, otip est e poids de o,
i=1

ou encore

. N
E[0]=X = (1/N)3 o, , dansle cas de I’ équiprobabilité.
i=1

Le krigeage est le meilleur estimateur linéaire sans biais. Plusieurs hypothéses sont
posées sur la fonction.

Puisque la fonction s écrit sous la forme u(x) = a(x) + b(x), on pose,
a(x) = E[ u(x) | (1.1)

Ou EJu(x)] est | 'espérance mathématique de la fonction u(x). On peut aors faire plusieurs
hypothese sur laforme de a(x) :

» a(x)=ag , dérive constante
» a(x) =a, +aX , dérive linéaire
» a(x) =a, +a, cos(x) +a, sin(x) , dérive trigonométrique

Il faut aussi associer I’ espace discrétisé, donc fini, a I’espace réedl, infini. Ains la
fonction u(x) est représentée dans I’ espace discrétisé par un ensemble de valeurs en plusieurs
points. Ainsi s chacun des points est numéroté de la fagon suivante, X1, X, X3, ..., Xi oU i varie de
1 aN, le nombre de points utilisés pour représenter u(x), alors on ales relations suivantes :

- u(X;) ¥a® u,
& \

= a | iu(Xi)%/4® a | iui (12)
i=1 i=1

- uX)¥Ha® u

Ou les | sont des coefficients tels que I'approximation la fonction u(x) dans ce nouvel espace
S obtient par larelation suivante :

Ux)» &1 u(x,) 13
i=1

En appliquant I’ espérance mathématique a cette expression, on trouve,

Elu(x)] = 5“1 | E[u(x;)] (1.4)
i=1
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Gréce a 1.1, on simplifie le terme de I’ espérance mathématique, et on trouve, dans le cas
ou on aurait fixé a(x) a une dérive linéaire :

N
ag+ax=al(a +ax) (1.5)
i=1
Et ce quels que soient & et a&. Par conséquent, comme cette égalité doit toujours étre
vérifiée, on obtient,
Ny e o]
agl- &l 2ragx-a1x 120 (16
iz1 9 i=1 o}

Ce qui conduit aux deux équations suivantes qui sont les conditions de non-biais pour le
krigeage utilisant une dérive linéaire :

N
o)

ali=1
=1 (1.7)

al xi=x
i=1

Ces deux équations font partie du systéme d’ équations a résoudre pour le krigeage d’'un
échantillon. |l est a noter qu’ une équation est a gjouter dans le cadre des conditions de non-biais
pour chaque ordre supérieur de la dérive. Par exemple, si la dérive choisie est d’ordre 2, une
dérive quadratique, alors la condition suivante est a gjouter :

N
alx?=x? (1.8)
i=1

Ains de suite pour un ordre 3, 4 et plus.

Maintenant, nous devons optimiser les | ;. Dans ce but, on minimise la demi-variance de

I"erreur d’ estimation sous les conditions de non-biais,
2

1 _é & u .
Min=-Eau(x)- a | ju(x;)g =Mine(l 1,...,1 ;,....1 \)) (1.9
2 8 i=1 u
ol el 1, ..., | n) est lademi-variance de I’ erreur, avec {I |}, 1 AN tel que
N
Elue]=a 1 Elux)] (14)
i=1

Le systeme obtenu est le suivant :

1N

>a E[u(xi)u(xj)]l [+ My + X = Efu(x)u(x;)] pour iEiEN  (1.11)
j=1
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Ce qui correspond a un systéme de N équations. Les coefficients m, et m sont les multiplicateurs
de Lagrange. Pour le cas de ladérive linéaire, on rajoute les équations de non-biais suivantes,

o —

al;=

i=1

N
o)

alixi=x
i=1

(1.7)

Et on obtient un systéme a (N+2) équations et (N+2) inconnues qui a laforme suivante :

V1N
:%é E[u(x Ju(x; )]I +m, +mx; = Efu()u(x;)]1£i £N
i €=
N
HIE
Ti=1
N
ralix =x
1i=1

Soit I’ hypothése intrinséque du krigeage,
E[up)uy]=K(x- y) (112)

Ou la fonction K() est la covariance généralisée. Afin de simplifier I’expression, on
admet généralement que

=|x-y| (1.13)
Ou h désigne la distance euclidienne entre un point situé ax et un autre situé ay.
Il existe plusieurs modéles possibles pour définir la covariance généralisée, les plus
courants sont,
ih
i
K(h) =i h?In(h) (1.14)
7h?

Et sous forme matricielle, le systéme de krigeage prend la forme suivante, toujours dans le
cas d' une dérive linéaire,
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1 Xlélu éKqX_X]-DL}l

e a & u

e o € u

K(|Xi'Xj|) 1 Xigig quX'XIDH
D (:é: g:g 3 (1.15)

1@ w8 &K xully

1 1 .. 1 0 Olan,g & u

a g € u

Xq X; X, 0 0&m H &x H

Afin de compléter la mise en place du systéme, on va effectuer un passage au krigeage
dual. Apres quelques manipulations, on obtiendra les équations suivantes :

N
u(x):a0+a1x+é bJ-K(|x- xj|), (1.16)
=
dérive
fluctuations

qui est I’éguation de lafonction krigée. Le systéme de krigeage dual correspondant est,

1 xqéb0 éupu
& u é& 4«
. .g l,Jé l:l
K(x; - x[) 1 x| U &
é u_ée «
Colle gteée U (1.17)
1 x,8U & u
"eMa e Na
1 1 .. 1 0 Olgagyu & u
X, Xi x, 0 O|&, H & H

Toutes les équations précédentes sont définies en une dimension seulement, et pour le cas
d'une dérive linéaire. Pour effectuer le passage en deux dimensions, il suffit de refaire la méme
démarche en posant que, par exemple pour une dérive linéaire,

N
u(x) =aq +aX+ayy +q ij(\/(X' Xi)2 +(y- yi)2) (1.18)
i=1

Le systeme de krigeage dual arésoudre devient,
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é 1 Xl yl gé)]_ U éJl U
é : U8 0 é
¢ : 5 e 4 e
g K’SE\/(X| - Xj +(y| yj) B 1 Xi Yi tgi H g'li H
é ; U Uu_é
< 22 =% Y(1.19)
e u u(
& 1 Xy Yn L:ugoNu SJNL]
é1 1 1 0 0 0oUWu & ¢
e &, U é&y U
8y, Yi Yy 0 0O OHelO & ¢
On retrouve alors les conditions de non-biais suivantes,

i N

'|'é. b; =0

Ti=1

T

|a biXi —O (120)

Ti=1

Iy

raby; =0

i=1

De laméme fagon, on peut simplifier I’ expression de la fonction K() en posant,

h; :\/(X' Xi)z +(y- v, )2 (1.21)

Ou h; est la distance euclidienne entre un point (X, y) et le point (x;, Yi).
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