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Introduction

Les lois de Kepler

Le mathématicien et astronome Johannes Kepler (1571-1630) a formulé
trois lois décrivant le mouvement des planètes en se basant sur des
observations astronomiques.

Il n’a pas démontré ces lois, mais nous pouvons le faire avec les concepts
du chapitre 8.

La première loi, que nous allons démontrer, s’énonce comme suit :

Une planète tourne autour du soleil selon une orbite ellip-
tique dont le soleil est un des foyers.
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Trajectoire d’une planète

Définitions

Si la trajectoire d’une planète est une courbe C paramétrée par une
fonction vectorielle r⃗(t) alors

r⃗(t) est la position de la planète au temps t.

v⃗(t) = r⃗ ′(t) est la vitesse de la planète au temps t.

a⃗(t) = r⃗ ′′(t) est l’accélération de la planète au temps t.
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Trajectoire d’une planète

Équations du mouvement

F⃗ = ma⃗

F⃗ = −GMm

r3
r⃗ ,

où m et M sont les masses de la planète et du soleil, G la constante de
gravitation et r(t) := ||r⃗(t)||.
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Trajectoire d’une planète

Exercice 1

À partir des équations précédentes, démontrez que

1. r⃗ ′′ = −GM

r3
r⃗ .

2. le vecteur n⃗ = r⃗ × r⃗ ′ est constant.

Indice : montrez que sa dérivée est nulle.
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Trajectoire d’une planète

La trajectoire est une courbe plane

Le vecteur constant n⃗ est perpendiculaire à r⃗(t) pour tout t.

Ainsi, r⃗(t) est situé dans un plan perpendiculaire à n⃗ pour tout t,
c’est-à-dire que la courbe C est contenue dans ce plan.

Il s’agit donc d’une courbe plane.

On peut supposer pour la suite que les axes de coordonnées sont choisis de
façon à ce que C soit contenue dans le plan des (x , y).
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Équation scalaire de la courbe

Idée derrière la démarche

Intuitivement, pour déterminer l’équation de la courbe C , on cherche à
≪ intégrer ≫ l’équation

r⃗ ′′ = −GM
r3

r⃗

de façon à obtenir une équation sans dérivées.

Pour cela, il faut faire apparâıtre une dérivée dans le membre de droite afin
de pouvoir intégrer les deux membres par rapport à t.
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Équation scalaire de la courbe

Première étape

Puisque n⃗ contient la dérivée r⃗ ′, on calcule

r⃗ ′′ × n⃗ = −GM

r3
r⃗ × (r⃗ × r⃗ ′). (1)

Selon la propriété du triple produit, le produit vectoriel dans le membre de
droite est

r⃗ × (r⃗ × r⃗ ′) = (r⃗ • r⃗ ′)r⃗ − (r⃗ • r⃗)r⃗ ′.
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Équation scalaire de la courbe - première étape

Exercice 2

1. Calculez le deuxième coefficient entre parenthèses dans l’équation 1.

2. Montrez que le premier coefficient entre parenthèses est égal à rr ′.

Indice : posez r⃗ = r u⃗, où ||u⃗|| = 1, développez le produit scalaire et
utilisez le résultat 1.4.4 des préliminaires.

3. Substituez le reśultat de la partie 2 dans l’équation 1 pour obtenir

r⃗ ′′ × n⃗ = GM

(
r r⃗ ′ − r ′r⃗

r2

)
.
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Équation scalaire de la courbe

Deuxième étape

La formule trouvée à l’exercice 2 peut se réécrire comme suit :

r⃗ ′′ × n⃗ = GM

(
r⃗

r

)′
.

Ceci permet d’écrire

r⃗ ′ × n⃗ = GM

(
r⃗

r

)
+ c⃗,

où c⃗ est un vecteur constant.
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Équation scalaire de la courbe

Deuxième étape

Le vecteur c⃗ est dans le plan des (x , y) et on peut choisir les axes de façon
à ce que c⃗ soit dans la direction de i⃗ .

Notons θ l’angle entre les vecteurs c⃗ et r⃗ .
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Équation scalaire de la courbe

Deuxième étape

Pour obtenir une équation scalaire pour la courbe C à partir de r⃗ , on
calcule la ≪ projection ≫ de r⃗ sur r⃗ ′ × n⃗ de deux manières. On obtient

r⃗ • (r⃗ ′ × n⃗) = GMr + rc cos(θ)

et

r⃗ • (r⃗ ′ × n⃗) = n2, où n := ||n⃗||.

Équation scalaire

Combinant ces deux formules, on obtient l’équation scalaire

n2 = GMr + cr cos(θ)
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Équation cartésienne de la courbe

Première étape

En substituant r =
√
x2 = y2 et x = r cos(θ) dans l’équation scalaire, on

obtient l’équation cartésienne

n2 = GM
√
x2 + y2 + cx ,

qui se simplifie pour donner

(
n2

GM
− cx

GM

)2

= x2 + y2.
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Équation cartésienne de la courbe

Exercice 3

Posez e = c/GM et d = n2/c dans l’équation cartésienne afin d’obtenir
l’équation simplifiée

(ed − ex)2 = x2 + y2.
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Équation cartésienne de la courbe

Deuxième étape

En complétant le carré dans l’équation trouvée à l’exercice 3, on obtient
l’équation standard d’une ellipse :

(
x + e2d/(1− e2)

)2
e2d2/(1− e2)2

+
y2

e2d2/(1− e2)
= 1,

où

(h, k) =

(
− e2d

1− e2
, 0

)
et

a2 =
e2d2

(1− e2)2
et b2 =

e2d2

1− e2
.

MTH1102(D) (Polytechnique Montréal) 17 janvier 2024 15 / 17



Équation cartésienne de la courbe

Exercice 4

1. (Facultatif) Faites la complétion de carré pour trouver l’équation de
l’ellipse.

2. Déterminez la position des foyers de l’ellipse et montrez que le soleil
(situé à l’origine) est bien à l’un des foyers.
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Conclusion

La première loi est démontrée !

Une planète tourne autour du soleil selon une orbite elliptique dont
le soleil est un des foyers.
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