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Justifiez vos réponses. Matricule:

Question 1 (7 points)

Évaluer ∫ ∞
0

cos (x)

1 + x2
dx,

et justifier chaque étape de votre démarche.
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Justifiez vos réponses. Matricule:

Question 2 (9 points)

Soit

F (s) :=
1

(s− a)(s− b)

la transformée de Laplace de la fonction f(t), où a et b sont des constantes
réelles telles que a 6= b.

a) (5 pts) Calculer f(t) en utilisant le théorème de convolution, et justifier
chaque étape de votre démarche.

b) (4 pts) Calculer f(t) en utilisant le théorème des résidus, et justifier chaque
étape de votre démarche.
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Justifiez vos réponses. Matricule:

Question 3 (7 points)

On considère un système linéaire en temps discret modélisé par l’équation

y(n+ 2)− y(n) = x(n+ 1) + x(n), n ≥ 0, n ∈ {0, 1, 2, 3, ...},

avec les valeurs initiales y(0) = y(1) = x(0) = 0.

a) (2 pts) Calculer la fonction de transfert H(z) du système.

b) (5 pts) Calculer la réponse y(n) du système au signal d’entrée x(n) = u(n− 1)
pour tout n ≥ 0, où u désigne la fonction échelon.

Indication:

u(n) =

 1 si n ≥ 0,

0 si n < 0.
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École Polytechnique de Montréal
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Justifiez vos réponses. Matricule:

Question 4 (8 points)

a) (4 pts) Évaluer le produit de convolution continu

(t u(t)) ∗ u(t),

où t ∈ R et u désigne la fonction échelon définie par

u(t) :=

 1 si t ≥ 0,

0 si t < 0.

b) (4 pts) Les distributions de Dirac

δ(t) et δ(−t),

où t ∈ R, sont-elles égales au sens des distributions? Justifier votre réponse.
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Justifiez vos réponses. Matricule:

Question 5 (7 points)

Soit f : R → R la fonction périodique de période 2π définie sur une période
par

f(x) =

−1, −π < x < 0,

1, 0 < x < π.

La série de Fourier de f est donnée par

s(x) =
4

π

∞∑
n=0

sin ((2n+ 1)x)

2n+ 1
. (1)

a) (2.5 pts) En utilisant (1), évaluer

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
.

b) (2.5 pts) En utilisant (1), évaluer

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
.

c) (2 pts) Évaluer s(−π), s(0) et s(π). Justifier vos réponses.
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Justifiez vos réponses. Matricule:

Question 6 (7 points)

a) (2 pts) Évaluer la réponse en fréquence du système linéaire

T (x(t)) = x(t) +
dnx(t)

dtn
,

où n ≥ 0 est un entier.

b) (2 pts) Soit f̂(ω) = F(f(t)) la transformée de Fourier de la fonction f(t).
En utilisant le théorème de Fourier, montrer que

F
(
df

dt

)
= G(f̂(ω), ω)

et donner l’expression de la fonction G.

c) (3 pts) Montrer que la fonction ez t, où t ∈ R et z ∈ C est une constante,
est une fonction propre pour tout système linéaire stationnaire, et donner
l’expression de la valeur propre λ(z) ∈ C.
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Justifiez vos réponses. Matricule:
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AIDE-MÉMOIRE

Pôle simple : Res (f(z); z = a) = lim
z→a

((z − a) f(z)) .

Pôle double : Res (f(z); z = a) = lim
z→a

d

dz

(
(z − a)2 f(z)

)
.

Transformée en z:

F (z) =
∞∑
n=0

f(n) z−n, f(n) =
1

2πi

∫
C
F (z) zn−1 dz.

Z (f(n−m)u(n−m)) = z−m F (z), n ≥ 0, m ≥ 0.

Z (f(n+m)) = zm
(
F (z)−

m−1∑
k=0

f(k) z−k
)
, m = 1, 2, 3, ...

Transformée de Laplace:

F (s) =
∫ ∞
0

e−s tf(t) dt, f(t) =
∑
k

Res
(
es tF (s); s = sk

)
si lim
|s|→∞

F (s) = 0.

Théorèmes de convolution:

Z ((f1 ∗ f2)(n)) = F1(z)F2(z),

L (f(t) ∗ g(t)) = F (s)G(s), F (f(t) ∗ g(t)) =
√

2π f̂(ω) ĝ(ω).

Produits de convolution:

Général: (x ∗ y)(n) =
∞∑

k=−∞
x(k) y(n− k).

Général: (f ∗ g)(t) =
∫ ∞
−∞

f(θ) g(t− θ) dθ.

Transformée en z : (x ∗ y)(n) =
n∑
k=0

x(k) y(n− k).

Transformée de Laplace: (f ∗ g)(t) =
∫ t

0
f(θ) g(t− θ) dθ.

Transformée de Fourier:

f̂(ω) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−i ω t f(t) dt, f(t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

ei ω t f̂(ω) dω.
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∫ ∞
−∞
|f(t)|2dt =

∫ ∞
−∞
|f̂(ω)|2dω

Séries de Fourier:

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cos(nπx/L) + bn sin(nπx/L))

an =
1

L

∫ L

−L
f(x) cos(nπx/L) dx, n ≥ 0. bn =

1

L

∫ L

−L
f(x) sin(nπx/L) dx, n ≥ 1.

1

L

∫ L

−L
|f(t)|2 dt =

a20
2

+
∞∑
n=1

(
a2n + b2n

)
f(x) =

∞∑
n=−∞

cn e
i n π x/L, cn =

1

2L

∫ L

−L
f(x) e−i n π x/L dx.

1

2L

∫ L

−L
|f(t)|2dt =

∞∑
n=−∞

|cn|2

Systèmes linéaires stationnaires:

T (a x1(n) + b x2(n)) = a T (x1(n)) + b T (x2(n)) , n ∈ Z.

T (a x1(t) + b x2(t)) = a T (x1(t)) + b T (x2(t)) , t ∈ R.
y(n−m) = T (x(n−m)) , n ∈ Z, m ∈ Z.
y(t− a) = T (x(t− a)) , t ∈ R, a ∈ R.

y(t) = (h ∗ x)(t).

T
(
ei ω t

)
= RF ei ω t, ω ∈ R, t ∈ R.
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