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QUESTION 1 (TRANSFORMATION SUR L’ELEMENT TENSORIEL EN 2D) :

Soient K = [—1,1] x [—1,1] I'élément tensoriel de référence en 2D et K un élément dans I'espace
physique. On définit la transformation Tx = (Tk 2, Tk,y) de K vers K comme :

ou (x;,y;) sont les coordonnées des sommets de 1’élément K et éz sont les fonctions de forme :

01(&,m) = 0.25(1 — &) (1 —n)
02(¢,m) = 0.25(1 + €)(1 —n)
03(¢,m) = 0.25(1 + &) (1 +n)
04(&,m) = 0.25(1 = )(1 +n)

Montrer que la transformation Tk est affine si et seulement si K est un parallélogramme.

QuESTION 2 (ELEMENT FINI DE NEDELEC) :

L’élément fini de Nédélec de degré 1 en dimension 2 est défini par le triplet (IA( , ﬁ, i) ou K est le
simplexe unitaire de R?, i.e.

K={(EneR% >0, n>0, et £+n <1},

P est I’espace vectoriel des fonctions polynomiales vectorielles de degré 1 tel que

~

P={pePuR): p(&n) = (a.) +c(n, )},

et 3 est Pensemble des degrés de liberté tels que pour p € P
5’1(])):/ p'tidS, i:1,2,3.
E;

Ici, ¢; est le vecteur unitaire tangent & l’aréte E; du simplexe (triangle).

Trouver les fonctions de forme de ’élément fini de Nédélec et donner une représentation graphique
de ces fonctions.



QUESTION 3 (TRANSFORMATION) :

Soit K le simplexe unitaire de R? et K le triangle de sommets 1 = (0,0), 2 = (2,0), et 3 = (1, a),
ot a € RT. On considere 1'élément fini P1, i.e. I’élément fini linéaire de Lagrange, sur K.

a) Donner la forme explicite, en fonction de a, de la transformation Tk, qui a tout point (£,n) €
K donne un point (z,y) appartenant & K, et telle que 1 = Tx(0,0), 2 = Tk(1,0), et
x3 = Tk (0,1). La transformation Tk obtenue est-elle bijective?

b) Calculer, pour chaque point (z,y) de K, le gradient des trois fonctions de forme 6; définies sur
K, c’est-a-dire,

Vo(zx,y) = (giz(:c,y), aaf;(a:,yo, V(z,y) e K, i=1,2,3.

Que deviennent les gradients lorsque a tend vers zéro?
c) En se servant des résultats obtenus en 3b), évaluer le gradient de la fonction f(z,y) :

3

f(:v,y) = Zez(x,y)

=1

en chaque point (z,y) € K. Pouvait-on s’attendre a ce résultat? Expliquer.

QUESTION 4 (BORNE DE L’ERREUR POUR UN PROBLEME SYMETRIQUE) :

On considere le probleme de valeurs aux limites dont la forme faible est donnée par :
Trouver u € V, B(u,v) = F(v), Yv eV,

ou V est un espace de Hilbert muni de la norme || - ||/, B(u,v) est une forme bilinéaire continue, de
constante de continuité M, et coercive, de constante de coercivité «, et F'(v) est une forme linéaire
continue. On suppose de plus que ’on calcule une approximation u;, € V" € V de u par la méthode
des éléments finis. Montrer que si B est de plus symétrique alors

lu—up|ly < vVM/a|lu—wp|yv, Ywp, € vh.

QUESTION 5 (PROBLEME DE DIFFUSION-CONVECTION-REACTION) :

Soient Q C R%, d =1, 2, ou 3, et u la solution du probléme stationnaire :

—Au+p-Vu+u=f, Ve
u=0, Vrelp
n-Vu=0, Verely

ou n est le vecteur normal & 0€) orienté vers I'extérieur de €2, 5 est un champ de vitesses satisfaisant
V-B=0dans Qet 5-n=0sur 92 =I'pUTy.

a) Donner la forme faible du probleme et ’écrire sous la forme :
Trouver u € V telle que:  B(u,v) = F(v), Yv eV,

i.e. identifier I'espace vectoriel V, la forme bilinéaire B, et la forme linéaire F'.



b) Montrer que le probléme ci-dessus est bien posé lorsque f € L(€2).
¢) Soit @ : V — R une fonctionnelle linéaire, on définit le probleme adjoint associé au probleme
ci-dessus comme celui de :

Trouver p € V telle que:  B(v,p) = Q(v), YveW

La fonctionnelle () représente une grandeur physique ou une quantité d’intérét de la solution u.
Trouver la forme forte du probleme adjoint correspondant a la grandeur physique :

1
Q(u) = |Q|/Qa -Vu(z)dz,

ou || est l'aire de 2 en 2D ou le volume de €2 en 3D, « est un vecteur unitaire constant sur €.
On observe que @ correspond a la valeur moyenne sur €2 de Vu dans la direction «.
d) Montrer que le probleme adjoint ci-dessus est bien posé.




SOLUTIONS

QUESTION 1 (10 POINTS) :

Soit un quadrilatere K donné par les sommets P; = (x;,v;), ¢ = 1,...,4. La transformation Tk de
K dans K est donnée par :

z=r1(1=861 —n)/d+z(1+ 1 —n)/4+z3(1+ (1 +n)/4+2a(1 =& (1 +n)/4
=1 =0 =n)/4+ 31+ —n)/4+ys(1+ A +n)/4+ya(1 = &)1 +1)/4

On en déduit que les coefficients du monome &n sont, pour x et y, respectivement :

(:L’l — T2 + X3 —1?4)/4
(Y1 —y2 +ys —va)/4

La transformation Tk est affine si on a (z1 —xo + 23 —x4) =0 et (y1 — y2 + y3 —ya) = 0, soit :

T2 — T = X3 — X4,

Y2 — Y1 = Y3 — Y4,

—
ce qui implique que P; P, = PyPs et que K est un parallélogramme.

Inversement, si K est un parallélogramme, alors Py Py = P,P3 (ou Py P, = Py P3), ce qui donne :

XTq4 — X1 = T3 — T2 T1—xo+x3—24 =0
=
Y4 — Y1 =Y3 — Y2 y1—Y2+ys—ya=0

ce qui implique que Tk est nécessairement une transformation affine.

QUESTION 2 (20 POINTS) :

On suppose que les sommets du triangle sont numérotés de 1 a 3 dans le sens trigonométrique et
que le sommet 1 est donné par (0,0). De plus, le numéro de chaque coté E; est donné par le numéro
du sommet opposé au coté. Par exemple, F; est le coté qui joint les sommets 2 et 3.

On cherche les fonctions de forme 60;(¢,n) = (a; + ¢jn,b; — ¢;€), j =1, 2, 3, telles que :
O'Z'(Gj) = /E Oj(f, 17) . tids = /];_} (aj + C41, bj — ij) . t,;dS = 6z’j

1. On paramétrise Ey par (&,1) = (1 —t,t), t € [0,1], de sorte que ds = /€2 + 12 = /2dt.
Puisque t; = (—1,1)/v/2, on obtient :

1 1
N ajtet f =L E L s [ e b —edt— —ai 4 b — e
01(03)—/0 [b] cj(lt)] [ 1 \/ix/ﬁdt— ; aj +bj — cjdt = —aj + b; — ¢j.

2. On paramétrise Eo par (,n) = (0,1 —¢t), t € [0,1], ce qui donne ds = dt et to = (0,—1).

D
one ! a; —|—Cj(1 —t) 0 !
02(8;) = ! | |de= [ —bydr =y
0 J 0



3. On paramétrise E3 par (§,n7) = (¢,0), t € [0, 1], ce qui donne ds = dt et t2 = (1,0). Donc

1 1
) — aj | L At = a;
03(0])—/0 [bj—cjt} [O}dt_/o a;dt = a;.

Puisque 'on veut o;(6;) = d;;, on obtient le systeme :

-1 1 -1 a1 az ag | 100
0 -1 0 by by bs | =10 1 0
1 0 0 Ccl C2 C3 i 0 0 1 i
La solution du systeme nous donne :
al 0 i a9 0 i as i 1
by | = 01, by | =1 —1 |, bs | =
C1 -1 i C9 -1 i C3 L -1

Les fonctions de forme valent alors :

NSRS EARHECINS

-l

On représente les fonctions de forme par leurs champs vectoriels sur ’élément de référence K.

QUESTION 3 (15 POINTS) :

a) La transformation Tk est donnée par (z,y) = Tk (&, n) telle que :

3
z = 2:0i(&n) = 0x 01(¢n) +2 x 05(¢,m)
=1

+1x é3(€)77)

3
Yy = Zyzéz(&n) =0x él(&?ﬁ) +0x é2(£777) +a X é3(£777)

1=1
ou : R
01(&,m) =1—({+n)
é2(§ﬂ7> :€
03(¢,m) =n
On a donc :
r=2+n
Yy=an

On peut écrire la transformation sous forme matricielle comme :

HREHE I

La transformation Tk est bijective puisque la matrice ci-dessus,

pour a # 0, est inversible.



b)

La matrice jacobienne J associée a la transformation Tk est donnée ici par :
2 1
J=

D’autre part, on a vu en cours que les gradients des fonctions de forme sur K sont calculés a
partir des gradients des fonctions de forme sur K par la relation :

Vaibi(z,y) = T IVe0:i(&,m), i=1,2,3

ot JT = H'=JT)Let:
90; 00 ; 90; 96,
vrei(%?J) = (8.%" 8@/)’ Vﬁgi(&n) = <a€7 877)
On a:
T 1 a 0 ~ A A
J = % |:_1 2:| ) erl(gvn) = (_17 _1)7 V§92(§a77) = (170)7 V§93(§777) = (07 1)

Comme le jacobien et les gradients sont constants sur ’élément de référence, on obtient :
Vabi(wy) = — - L), Vabo(wy) = (o —L ), Vabs@y)=(0.1), V(w.y) €K
21\, Y) = 9’ %2 3 202\, Y) = 9’ %2 ) 2U3\T,Y) = 7a ) x,y .

On observe que les composantes en y des gradients tendent vers 'infini lorsque a — 0.
De la définition de f, on a :

& 11 11 1
vacf(xay) = ;V:vel(x)y> = (_ 5) _2a> + (27 _2a> + <O> a) = (010) =0
Ceci était prévisible puisque :
3 3
Fay) =S 0a,y) = S 0T @y) = 1— (E+m) +€+n=1, Yy ek
i=1

i=1

Comme f est constante, son gradient est nécessairement le vecteur nul. Le fait que la somme
des trois fonctions de forme est égale a 1 sur chaque élément K d’un maillage est appelé la
partition de I'unité. De la méme manieére, la somme de toutes les fonctions de base continues
et linéaires par morceaux vaut :

N
=1

QUESTION 4 (15 POINTS) :

Comme la forme bilinéaire B est coercive, il existe une constante o > 0 telle que :

allel} < Ble,e) = B(u — up,u — up)



ol e = u — uyp, définit 'erreur dans 'approximation u, de u. Soit une fonction wy, € V" arbitraire.
On a alors :

B(u —up,u—up) = Bu—wh+wh—uh,u—wh+wh—uh)

(
B(

+ B(wp, — up, u — wp) + B(wp, — up, wy — up)

u—wh,U—Wh)+B(U—wh,wh—Uh)

= B(u — wp,u — wy) + 2B(u — wp, w, — up) + Bwp, — up, wy, — up),

ol on a utilisé la symétrie de B. De plus,

B(u — wp,wp, — up) = B(u — up, + up — wp, wp, — up)
= B(u — up, wp, — up) + B(up, — wp, wp, — up,)
= B(e,wp — up) — B(wy, — up, wp, — up)
= —B(wp — up, wy — up),

du fait de la propriété d’orthogonalité que satisfait I’erreur e = u — uy. Il en résulte que :

B(u —up,u—up) = B(u — wp,u — wp) — 2B(wp, — up, wp, — up) + B(wp, — up, wp, — up)
—B(u—wh,u—wh) B(wh—uh,wh—uh)

B(u — wp,uw — wp,),

)

puisque B(wp, — up, wp, — up,) est nécessairement une quantité positive par la coercivité de B. On
a donc :

ollel$ < B(u—wh,u—wp) < Mllu—wy|f

par la continuité de B, d’ou 'on conclut que :

llu —upllv < V/M/a|u—wpy|yv, Yw, € Vv

QUESTION 5 (40 POINTS) :

2)

La forme faible du probleme est :
Trouver u € V telle que: B(u,v) = F(v), Yv eV,

avec :
={ve HY(Q); v=0sur I'p}

B(u,v) /Vu Vo + (8- Vu)v + uvdx

/fvdx

L’espace V est un sous-espace vectoriel de H!(2) et est donc un espace de Hilbert muni de la
norme H'. Pour montrer que le probléme est bien posé, il suffit de vérifier les conditions du
théoreme de Lax-Milgram.

Continuité de B. On suppose que les composantes du champ de vitesses 8 sont bornées, par
exemple qu'il existe une constante Spax > 0 telle que |5;(z)] < Bmax, VX € Q, 1 =1,...,d. 1l
s’ensuit par Cauchy-Schwarz que :

| B(u,v)] g/ |V - Vv]dm—i—/ |(vp) - Vu\d:c—i—/ |uv|dz
Q Q Q
< |Vull 2 Vol 2 + llull 2 vl 2 + ([0l 2] Vel 2

7



De plus,
d d
loBIl? = /Q S pRotds < B2, /Q S w2z < 2 o]2
i=1 =1

ce qui conduit & :
|1B(u,0)| < ull g l[vl g1 + VdBumaxl|Vull 2 0]l 2 < (1 + VdBua) [ull g [0l g1, Vu,0 € V

Donc B est continue avec pour constante de continuité M = 1 + V/dBmax. On note que 'on
aurait aussi pu supposer que le champ des vitesses satisfasse ||5(2)||g < Bemax, ou ||B]| £ est la
norme euclidienne du vecteur 3 et SBemax > 0. Dans ce cas, on aurait :

d d
sl = [ Y- 2ot = [ (30 82)%ds = [ 1830 < Bnalol
i=1 i=1

et :
|B(u,v)| < [lullgrl[v]| g1 + Bemax | Vull 2 (vl < Mlullgillvllgr, Yu,v €V

avec M = 1 + Bemax-

Continuité de F'. Par Cauchy-Schwarz, on a :
[F(v)] < /Q [folde <[[fllc2llvllez < [ flle2llvllpr,  VoeV

Comme f € L2, la norme de f est finie et donc F est continue de constante C' = || f|| 2.

Coercivité de B. Soit u € V. On observe que :

B(u,u) :/Q(vu)2da:+/9(/3-vu)udx+/9u2dx: ||u||§{1+/9(,6-vu)udx

Une difficulté ici est que la derniére intégrale pourrait étre a priori positive ou négative. En
fait, on remarque par le théoreme de la divergence que :

/mu?(ﬂ.n)ds—/QV-(ﬂuQ)dw—/g)(V-,B)u2+ﬁ.Vu2dx—/Q(V./g)ude_i_Q/Q(g.vu)udx

N

d’ou

/Q(B -Vu)udx = ;/ UQ(B ‘n)ds — ;/Q(V . ﬁ)u2d:v

o0
Comme 8 -n =0 sur 002 et V-3 =0 dans €, l'intégrale s’annule et donc :

B(u,u) = [|ul|3

Autrement dit, la forme bilinéaire B est coercive et la constante de coercivité est oo = 1.

Comme on a montré que B est continue et coercive et que F est continue sur l'espace de
Hilbert V, le théoreme de Lax-Milgram s’applique et le probleme est donc bien posé.
c¢) Le probleme adjoint pour la quantité d’intérét donnée s’écrit :

1
Trouver p € V telle que : /Vv-Vp+(ﬁ~Vv)p+vpdx:‘m/a-V’udw, Yo e V.
Q Q



Comme o-Vv = V- (av)—vV-a = V- (av), puisque o est un vecteur constant, la quantité Q(v)
s’écrit: ) 1 .
Q(U):/a-Vde:/V-(av)dx: (n-a)vdx
19[ Jo 9] Jo 9] Jry

ou on a utilisé le théoreme de la divergence et le fait que v = 0 sur I'p. En supposant que p
est suffisamment réguliere (ce qui dépend de la régularité du domaine €2 pour d > 2), on peut
intégrer par partie :

/ (B-Vv)p—l- (—Ap+p)vd:r+/ (n-Vp— |Q|_1n'a)vds =0, WwelV,
Q 'y

ou on a utilisé le fait que v = 0 sur I'p. Pour retrouver la forme forte du probleme, il faut
encore isoler v dans la premiere intégrale. Par le théoreme de la divergence, on obtient :

/69 vp(B-n)ds = /QV-(va)d:B = /Q(V'ﬁ)UP-I-B-V(vp)d:p
:/Q(V'B)Updiv%—/Q(ﬁ-Vv)pdx+/g(5.vp)vdx

Comme V- =0 dans Q et §-n = 0 sur I (on remarque ici que l'on aurait pu ne prendre
B-n =0 que sur I'y puisque v = 0 sur I'p), cette derniere équation devient :

/Q(/B'Vv)pdl’z—/ﬂ(ﬁ'Vp)vda:

On a donc :

/(—B-Vp—Ap+p)vd$+/ (n'Vp—|Q]_1n-oz)vds:0, Yv e V.
Q I'n

Le choix judicieux des fonctions test permet d’obtenir la forme forte du probléme adjoint :

—Ap—(B-Vp+p=0, Ve
p=0, Vzelp
n-«

——, Vxely
1€

n-Vp=
On remarque que le probléme adjoint ressemble fortement au probléme primal en u excepté
le fait que le champ de vitesses 8 a été remplacé par —fF dans le probleme adjoint. Nous
observons aussi que les conditions de Dirichlet et de Neumann pour le probléeme primal restent
des conditions de Dirichlet et de Neumann pour le probleme adjoint.
Comme on a vu que B est continue et coercive sur V', pour montrer que le probléme adjoint est
bien posé, il suffit de prouver que @) est une forme continue sur V', ce qui est immédiat puisque
par Cauchy-Schwarz:

1 1 1 [l
Q)] < / |- Volde < - llall 2 [Voll 2 = - llallVIQfl[ol g = [oll g1
€2 Jao € € V19|
La constante de continuité pour @ est donc C' = ||| /+/[€2], ou ||| est la norme Euclidienne

du vecteur constant a.



