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Problémes avec contraintes

Probléeme de Neumann pur

Trouver u = u(x) telle que :

-V - (eVu)
n-(evu)

f(x), Vx € Q
a(x), V¥xe€oQ

Formulation faible : Trouver u € H'(Q) telle que

/sVu~Vvdx:/fvdx+ gvds, VYveH(Q)
Q Q o0

B(u,v) F(v)

Remarque : Soit v =1 € H'(Q), alors B(u,1) = F(1) = 0 impliquent que

F(1):/fdx+ gds=0
Q o

Il faut que f et g satisfassent la relation de compatibilité ci-dessus.
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Problémes avec contraintes

Probléeme de Neumann pur

D’autre part, la solution du probléme n’est pas unique !
Si u est une solution, alors u + ¢, ou ¢ = constante, est aussi une solution.

En clair, on ne peut pas montrer que B soit coercive sur H'(Q), c’est-a-dire
que I'on ne peut pas trouver une constante « > telle que :

B(u,u) = / eVu-Vudx = / e|VulP dx > aul,, Yue H'(Q)
Q Q
Par exemple, si u = c,
B(c,c) =0, mais |c|3, = / ¢+ |Vel?dx = 2|Q| # 0
Q

Cela implique que la matrice de rigidité ne serait pas inversible si I'on
considérait le probléeme EF associé.
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Problémes avec contraintes

Probléeme de Neumann pur

Exemple d’'un probléme d’élasticité linéaire en traction pure :

—~[ ]—

On dit alors qu'il faut fixer les “mouvements de corps rigide”.

Remeédes :

e Soit un point xo € Q, on peut fixer u(xy) = 0. Cependant, si u € H'(9),
Q Cc RY, avec d > 2, alors u(xp) n’est pas nécessairement bien définie.

e On considere pour I'espace vectoriel des solutions seulement le
sous-ensemble de H'(f2) des fonctions & moyenne nulle :

V= {ue H'(Q); /Qudx:O}

Seulement, il est difficile de construire des fonctions de base satisfaisant
la contrainte additionnelle [, ¢; dx = 0.
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Méthode de Lagrange

On réécrit le probléme comme un probléme de minimisation :

u=argminJ(v) = argmin J(v) ou J(v)= 1B(V, v) — F(v)
veV veH (Q) 2
Joqvdx=0

Méthode de Lagrange : On introduit le Lagrangien

£(u,2) = J(u) — /\(/

Qudx)

ou la solution u € H'(Q) et le multiplicateur de Lagrange ) € R.
Puis on cherche le point stationnaire (u,\) € H'(Q) x Rde L :

L(u+0v,\)— L(u,\)

Ll (u,\) = lim =0, YveH (Q
6—0 0

Lo = fim HUAEON Z LU oy g
6—0 0
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Méthode de Lagrange

Le calcul des dérivées améne au probléme suivant :
Trouver (u, \) € H'(Q) x R tels que :

B(u, v)—)\/ vdx = F(v), VveH(Q)
Q

—u/udx:o, Yu e R
Q

C’est la formulation mixte. La solution est appelée un
point selle du Lagrangien £ au sens ou u correspond a
un minimum de £(v, ) pour chaque p et A correspond
a un maximum de L(v, ) pour chaque v.
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Problemes avec contraintes

Approximation par éléments finis
Soit V" = vect{¢;} c H'(Q) et dimV" = N.

Le probléme EF consiste a trouver (up, A\p) € VI x R tels que :

B(Uh, Vh) — )\h/ Vh ax = F(Vh)7 Vv € Vh

Q
—u/uhdx:o, Yu eR
Q
Ona:

N

ZujB(¢j,¢f)+Ah{— as,dx]—F(as,-), =1,

i N—— Q ——

Ki v Fi
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Approximation par éléments finis

Sous forme matricielle, on obtient le systéeme a résoudre :
K M| U] _[F
MT 0] |[xn] — |O

K = matrice N x N

M = matrice N x 1

F = vecteur de taille N

U= (uy,us,...,uy) = vecteur des N degrés de liberté
Ap = multiplicateur de Lagrange

ou

Remarque : Le multiplicateur de Lagrange est dénoté A, et non
simplement A, car il dépend implicitement de |a solution uy, et donc du
maillage choisi pour calculer up.
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Problemes avec contraintes

Formulation mixte

La formulation mixte est-elle bien posée?

Soient W = H'(Q) x R, X = (u,\) € W, Y = (v, u) € W. On pose :

1 1
A(X,Y):B(u,v)—A/ vdx—u/ udx
0 0

Le probleme peut s’écrire :

’TrouverX € Wtelque A(X,Y)=L(Y), VYe W‘

IXllw = \/llull, + A2

Sion prend X = (u,0), alors || X||w = ||uly et A(X, X) = B(u, u).
Mais on a vu que B n’est pas coercive sur H'(Q).
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Problemes avec contraintes

Théoréme de Lax-Milgram généralisé

W = espace de Banach

A et L sont continues

A satisfait la condition inf-sup :

. AX, Y)]
mf Su —_— o > O
xew yew [XIwlYw =
AX. Y
ou vxew, sup AENS v

vew [[Ylw

A satisfait la condition : si A(X, Y) =0,VX € Walors Y =0.

Alors le probléme A(X, Y) = L(Y), VY € W, est bien posé, i.e. il admet une
solution unique X € W.

Les 2 deniéres conditions remplacent la propriété de coercivité de A.
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Equations de Stokes

Trouver u = u(x) et p = p(x) telles que :

—pAu+ Vp = f(x), Vx € Q
V-u=0, Vx € Q
u=0, Vx € 0Q

Formulation faible :

/uVu~Vvdx+/v~Vpdx:/f-vdx
Q Q Q

En utilisant V- (pv) = pV - v+ v-Vpetv e V = [H}(Q)], on obtient :

/uVu~Vvdxf/pV-vdx:/f-vdx, YveV
Q Q Q

De plus :
/qv-udx:a Vg € M:Lz(Q)/R:{qeLz(Q); /qu:o}
Q JQ
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Formulation faible

On introduit :
a(u,v) = / pVu-Vvdx
Q

b(v,p) = —/QpV~ v dx

F(v):/ﬂﬁvdx

Trouver (u,p) € V x M telles que :

a(u,v) +b(v,p)=F(v), VveV
b(u,q) =0, vYge M

Remarque : En fait, le probléeme de Stokes peut s’obtenir comme un
probléme de minimisation de J(v) = 1a(v, v) — F(v) sur I'espace vectoriel
H={veV; V.-v=0, Vx € Q}. Dans ce cas, L(u,p) = J(u) — [, pV - udx
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Equations de Stokes

Discrétisation

Trouver (up, pn) € V" x M" telles que :

a(up, ) + b(vh, pp) = F(vi),  VYv,e VI
b(U/—;7 C]h) = 0, th S Mh

5 o] [¢] ~1o

Méthode itérative de Uzawa : (A est symétrique définie positive)

Sous forme matricielle :

BTA'AU + B'’A'B P=B"A'F
———— ——
BTU=0 S=Complément de Schur

6 )17 = lsra e
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Equations de Stokes

Probléme bien posé

Théoréme :
e a(-,-) est continue et coercive sur V.
e F(-) est continue sur V.

e Etsi b(v.q)
v,
vgeM,  sup o> g,
vev  [VIlv
alors les conditions du théoréme de Lax-Milgram généralisé sont

vérifiées et le probléme de Stokes est bien posé.

Une difficulté est de vérifier la condition sur b(-, -) dans le cas discret, méme
siVhicVetM'c M:

b(vp,
Van € M", sup 16(ve, n)] > a|gnllm
vevn  Vallv

On ne peut pas choisir n’importe quels espaces finis pour V" et M". Il faut
considérer des paires d’éléments acceptables pour la vitesse et la pression.
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Résumé

Résumé du cours

e La formulation mixte d’'un probleme est une formulation dont la solution
est "un point selle” dans I'espace des solutions.

e La formulation mixte se rencontre pour le traitement de problémes avec
contraintes.

o |l faut en général utiliser le théoréme généralisé de Lax-Milgram pour
montrer que le probléme est bien posé.

e La condition inf-sup pour le probléme EF impose des contraintes
supplémentaires sur le choix des EF a utiliser pour les différentes
variables.
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