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e Exemple de probléme fort en 2D/3D.
e Formulation faible du probléme.
e Méthode de Galerkine.

e Espaces éléments finis (cas des éléments simplexes linéaires de
Lagrange).

e Assemblage.

e Transformation T, de I'élément de référence vers les éléments du
maillage.

e Calcul des intégrales.

e Quelques éléments finis en 2D :

Eléments finis simplexes de Lagrange (P1,P2).

Elément fini de Crouzeix-Raviart.

Eléments finis tensoriels/quadrangulaires de Lagrange (Q1,Q2).
Eléments finis tensoriels/quadrangulaires hiérarchiques.
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Opérateur Nabla (V) et A

Définition de I'opérateur V :

Soit u une fonction scalaire :

Oxu

oyu| =grad u
o,u

Vu=

Soit ¢ une fonction vectorielle (¢ = (é1, P2, @3)) :

8)( ¢1
V-¢p= lay : [¢2] = Oxp1 + Oy + 0z¢3 = div ¢
az ¢3

Définition du Laplacien A :
Q?u  d’u  d%u

V.Vu:dw(gradu):ﬁ 87}/2+@:AU
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Probleme fort en 2D/3D

Probleme fort :

Soit Q € RY, d = 2,3, de frontiére 0Q =Ty U T .
On cherche u = u(x) € C?(Q) telle que :

-V - (kVu)+a-Vu+cu=fFf VxeQ
u=uy, Vxelp
n-(kVu)+pu=g9, Vxely

k = Kk(x): fonction tensorielle d’ordre 2 (matrice)
a = a(x): fonction vectorielle définie sur Q 2
¢ = ¢(x), f = f(x): fonctions scalaires sur Q
ud(x) fonction scalaire définie sur Iy R T
= B(x), g = g(x): fonctions scalaires sur I',

= n(x): vecteur normal a 99
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Probleme fort en 2D/3D

Terme “diffusif” en 2D (V - (kVu)) :

k12} {Ux} _ [kﬂux +k12Uy]

ki1
kVu =
Y [k21 Koo | | Uy Kot Uy + Koo Uy

\ V- (kVU) = (Ki1Uyx + K2l )x + (Ke1 Uy + Koally), \

Cas isotrope (k11 = koo = k = k(x, y) et kig = ko1 = 0) :

_ k O UX _ kux _ UX
wolo ] - ] -+ 5]
] V- (kVu) = (kuy)x + (kuy), \
Note : Si k = constante, V - (kVu) = kV - Vu = kAu.

Terme convectif en 2D (« - Vu) :

a-Vu= |:011:| . |:ux:| = aqUy + aly
uy
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Eléments finis en 2D et en 3D

Formulation faible

’Trouver ue U telleque: B(u,v)=F(v), Vve V‘

1) On multiplie I'équation par une fonction v arbitraire suffisamment lisse et
on integre sur Q :

/ [V (kVu)]v+ [~ Vu]v + cuvdx = / fv dx
Q Q
2) On fait une “intégration par partie” du premier terme dans l'intégrale.

Soit ¢ une fonction vectorielle et v une fonction scalaire :

V-(¢v)=(V-9)v+¢ Vv
=—(V-p)v=-V-(¢pv)+ ¢ -VVv

En prenant ¢ = kVu,
—[V - (kVu)|v=kVu-Vv -V [(kVu)v]
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Eléments finis en 2D et en 3D

Formulation faible

Et donc :
/ — [V (kVu)]vdx = / kVu-Vvdx — / V- [(kVu)v] dx
Q Q JQ
3) On utilise le théoréme de la divergence :
/ V- [(kVu)v] dx :/ n-[(kVu)v] ds
JQ o0

Et on obtient :

/kVu-Vv+[a-Vu]v+cuvdx—/ n- [(kVu)v] ds:/fvdx
Q o Q

Q
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Eléments finis en 2D et en 3D

Formulation faible

4) On applique les conditions aux limites :

/mn-(kVu)vds:/ n-(kVu)vds + /n~(kVu)vds

) Y
On choisit v = 0 sur I'p On applique condition de Robin
= / (—pu+g)vds
Y

=— puv ds + gvds

Y Y

On a alors, pour v telle que v(x) =0,Vx € 'p:

/kVu-Vv+ [a-Vu]v+cuvdx+/
Q

I'n

Buvds:/fvdx+/ gvds
Q FN

B(u,v) F(v)
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Eléments finis en 2D et en 3D

Formulation faible

5) Choix des espaces de fonctions U et V :

ou 2(0) j—
o € L@, /f1,...,d}

_ {u € [3(Q); Vue [LZ(Q)]"}

H'(Q) = {u € L2(Q);

puisque

Vu= — €

ou { ou auq _Ou, Ou,
8

ox 8y - Ox 19)%

Produit scalaire et norme dans H'(Q) :

ou ov
(U, V) _/qu+Vu~Vvdx_/qu+IZaX_aXidx

Ul = v/ Dy — \/ [+ vue o
Q
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Eléments finis en 2D et en 3D

Formulation faible

On peut définir les espaces :

U={ueH(Q); u=up, Vx €p}
V={ve H(Q); v=0, ¥x € Tp}

‘Trouver ue U telleque: B(u,v)=F(v), Vve V‘

6) Fonction de relevement :
On choisit o € H'(Q) telle que & = up, ¥x € Ip.
Doncw=u—-uec H (Q)etw=0surTlp,soitwe V.
On remplace u par w + u dans la formulation faible:

’Trouver weV telleque: B(w,v)=L(v), VveV

avec L(v) = F(v) — B(u, v).

S. Prudhomme MTH8207 10/31



Eléments finis en 2D et en 3D

Méthode de Galerkine

On suppose que up =0 :
’Trouver ueV telleque: B(u,v)=F(v), Vve V‘

On construit un espace vectoriel V" de dimension finie, dim V7 = N, tel que
V" = vect{¢;}. Sipourtoutj=1,...,N, ¢; € H'(Q) et ¢;j(x) =0, Vx € Ip,

alors V" c V. Par Galerkine, le probléme devient :
Trouver up € Vt.q.  B(up, vi) = F(v), Vv, V"
Trouver up € Vt.q.  B(up,¢1) = F(¢i), i=1,....,N
Avec up(x) = Zj’\; ui¢;(x), on veut :
N
Trouver g € R, j=1,... N, ta. Y B(¢j.¢) y =F(¢), i=1,....N
Kjj U Fi
KU=F
MTH8207 11/31
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Maillage

Qp = UK # Q
N, = nombre de points
Ne = nombre d’éléments

xcoord(ni,d), ni=1,... N,
type(e)
conneci(e, i), e=1,....Ne Les points d’'un élément K, sont
hyx = diam(K) = max |x — y| numeérotés par convention darES le
x,yeK sens contraire des aiguilles d’'une
h = max hg montre.
K

-+ conditions aux limites
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Elément simplexe linéaire de Lagrange (K, P, X)

e Simplexe :
Plus simple objet convexe en dimension d défini par d + 1 points.
En 2D: d = 2, donc 3 points, un simplexe est un triangle.
En 3D: d = 3, donc 4 points, un simplexe est un tétrahedre.

Elément K de référence en 2D :

K={6=(cneR% 20,120, E+n<1}

e Linéaire : degré des polyndmes = 1
P =Pi(K) = {p(¢) = a+ b¢ + ci; Ya,b,c € R}
dimP =3
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Eléments finis en 2D et en 3D

Ve A~

Elément simplexe linéaire de Lagrange (K P, f)

e Lagrange : fait référence au choix des degrés de liberté.

~

Y ={64,82,63}, t.g.pourpe 13, gi(p) =p(g), i=1,2,3

Les points §;, i = 1,2, 3, sont appelés les noeuds.
Les fonctions de forme sont les fonctions 6;(€) = a;+ b + ¢ t.q. :

A

O/'\i(ej) :(5,']'
4 9® 1 4’{, -/ o
B | ‘
L/v — / - - A >
BUsg) = 1= (50) ®.671=5 & (5)=1

Vpe P=Py(K), p(&)= > 6i(p)6i()
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Eléments finis en 2D et en 3D

Fonctions de base globales

Fonctions de base globabes -

Soient x; les points du maillage, les fonctions de base globale satisfont la
relation :

0j(Xi) = 6j
Cela signifie que oi(¢;) = ¢j(X;), soit o;(un) = up(x;) = u;. On adonc :
N N
un(X) =Y oj(un)ei(X) =Y ujgi(x)
j=1 j=1
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Eléments finis en 2D et en 3D

Assemblage des matrices et vecteurs

Equation simplifige :

Trouver u € V t.q. /Vu-Vv+cuvdx:/fvdx+/ gvds, VveV
Q Q r

N

ou V={veH (Q) v(x)=0, Vx € Tp}.
Construction élément par élément :

Bﬁ, = VO, - VO + c6,0y dx

Ke k,1=1,2,3
F¢= [ fordx+ / g0 ds

Ke OKeNly

On note :
00,00, 00, 00

- _|_ -
ox Ox 9Oy dy

Vb, -Vl =



Eléments finis en 2D et en 3D

Transformation T,

R Rk i K i K R i e el

b =Bl B G
y| | Ye—Y1 Ys—Yi| n
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Eléments finis en 2D et en 3D

Transformation T,

Matrice Jacobienne de T, :

J dTe _ 0x _ {ax/ag 8x/8n] _ {xz — Xy Xz— X
ot 0t |9y/9E dy/on]  |yYa—y1 Y3 — )

Jacobiende Tg :
|J| =detd = (xo = x1)(¥3 = y1) — (Y2 = y1)(Xs = x1) > 0

Le Jacobien de T, mesure le ratio d’'un volume dans I'espace (x, y) et du
volume correspondant par T, dans I'espace (&, ).

Onadonc:

\ dxdy = \J|dgdn\
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Eléments finis en 2D et en 3D

Dérivées

Dérivation en chaine :

00 _ 00 0x o6y 0y

o6 Ox 06 Oy O¢

00 _ 00 0x oty o

on  0x On Oy on
Soit :

S. Prudhomme

00k
ox
00k
oy

MTH8207

= 0k(Te(£))
89k _%
o | _ | 9€
on LOn
_ (JT)71 a’\g
o0
L O

oy
73
oy
on

06y
Ox
06y
y

= J7

06y
ax
06y
y
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Eléments finis en 2D et en 3D

Matrice de passage

La matrice de passage permet d’obtenir les dérivées des fonctions de forme
définies sur un élément physique a partir des dérivées des fonctions de forme
définies sur I'élément de référence :

oy oy
_ _ 11 on 08
T\=1 _ (-1\T _
D7T=U =5 o
on 0&
Ona: R R
e (oo ohoy)
ox  |J| o0& On  In O
0, _ 1 (_ oo o)
gy  |J| o€ on — On 0§
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Eléments finis en 2D et en 3D

Calcul des intégrales

. / VO, - Vo + c(x) 0,(X) O(X) dx
Ke
1 ( 06 ay 89,8y>( 96 Dy aekay>J|d§

J|? 9 On On Of 9 In On OE
1

AT PR T o€ on  On 0¢

k
o[ (o ooy (ohox ohony ) o
48

k

9 o o O¢ o€ oy o o
c(Ta(€)) D1(€) Br(€) || de

o [ £(x) 0u(x) dx = [f(re(a)) Ok(€) 1] o
Ke K

Remarques :
e Lintégration sur K se fait par des quadratures de Gauss.
e Les intégrandes de certaines intégrales sonten 1/|J| = Il faut |J| # 0.
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Elément simplexe linéaire de Lagrange (K, P, X)

Remarque : Les éléments finis simplexes linéaires sont souvent appelés les
éléments P1.

. Slmplexe (triangle) = {€ = (&,n) €R? £>0,7n >0, {+n <1}
e P=Py(K = {p(&) = a+ b¢ + cn; Va,b,c e R}, dimP = 3.
oZ:{&1,62,&3}, t.q. pour p € P, Gi(p) = p(&;), i=1,2,3

Les fonctions de forme sont les fonctions §;(¢) = a; + b + ¢m t.q.

~

5i(0)) = dj
] S ¥ ‘/&' >
l_/__ T ) +— - >
(5,?) = |- ($+1—) %z (311) = § 63(5;'1): 'z
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Eléments finis en 2D et en 3D

) ~

Elément simplexe quadratique de Lagrange (R, P, Y)
Casou:

P= ]P’g {p = 31+32§+8377+a4§2+a5772+36§77; VaeR,i=1,.. .,6}

On parleici d’ elements finis P2.
Puisque dim ]P>2( ) = 6, on doit définir 6 degrés de liberté.

Eléments isoparamétriques :
Méme vecteur space P pour la représentation de la transformation T, et celle
de la fonction uj, sur chaque élément.
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Eléments finis en 2D et en 3D

Elément de Crouzeix-Raviart en 2D

o K= simplexe.
o P=Py(K).
D

e Degrés de liberté :

©) Soit p € Py (K)
Ey 4 6,-(p):i/ pds:i/ a+ b +cnds
= Eil JE Eil JE
0O ¢
3 ® pouri=1,2 3.

1er degré de liberté : Paramétrisation du segment E;
(6777):(1 _t7 t),VtE [0,1] = ds = £l2+77/2dt:\/§dt
b

51(p) = \}2/01(a+b(1 —t)+ct)\@dt:at—§(1 — 12+

1
c

2t

0
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Eléments finis en 2D et en 3D

Elément de Crouzeix-Raviart en 2D

1er degré de liberté :

by
2

b1(p) = a+ 5+ 5

2nd degré de liberté :

Nl o

]
62(,0):/0 (a+cn)dn=a+

3e degré de liberté :

:
b
a(p) = [ (a+bO)dc=a+
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Eléments finis en 2D et en 3D

Elément de Crouzeix-Raviart en 2D

On cherche les trois fonctions de forme 6;(¢, 7) telles que 6;(6;) = d;.

1 1/2 1/2] [a1 a a 1 00
1 0 1/2| |by b bsl=1[0 1 0
0 0 1

1 1/2 0 Ci C C3

La solution du systéme ci-dessus donne :

01(€,m) =2(¢+n) — 1
é2(£777) = 1 - 25
f3(6,m)=1-2n

Fonction de forme 64 Fonction de base globale
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Eléments finis tensoriels de Lagrange

o Elément K de référence en 2D :

K=1[-1,1] x[-1,1]

) L8 ol
e Espace vectoriel P : ] ‘]
P = Qk(K) — 3
Qi(K) = {(a+bg) x (c+dn); Va.b,c,d € R} a——\i

dim@1(R):4 g 2"

e Degrés de liberté :

S. Prudhomme MTH8207
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Eléments finis en 2D et en 3D

Eléments finis tensoriels de Lagrange

Fonctions de forme :

01 ==& —n)/4
b = (1+6)(1 —n)/4
by =(1+&(1+n)/4

Oa=(1-6)(1+n)/4

Les fonctions de forme peuvent étre obtenues a partir des fonctions de
formes 1D définies sur l'intervalle [-1,1],e.9. (1 —&)/2 et (1 +&)/2 d'une
part, et (1 —n)/2 et (1 +n)/2 d’autre part.

Fonctions de base globales :
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Eléments finis en 2D et en 3D

Eléments finis tensoriels hiérarchiques

Eléments hiérarchiques :

En 1D, on avait :

Par extension,onaen 2D :

by =

O =(1+¢
Oy = (1+¢
Oy =(1-¢

S. Prudhomme
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)/4 s =(1-¢%)(1-1n)/2

)4 e =(1+&(1—17)/2
(T+n)/4 b =(1-)(1+n)/2
+n0)/4  Bg=(1-9(1—n?)/2

MTH8207
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Eléments finis en 2D et en 3D

Transformation pour Quads

<
v

5

d

o

e 4 = T(5)=Z % %i(9)®

Remarque :

Les éléments doivent étre convexes. Autrement, il existe des points dans
I'élément pour lesquels le Jacobien de la transformation T, s’annule.

S. Prudhomme MTH8207 30/ 31



Résumé

Résumé du cours

e La méthode des éléments finis en 2D/3D suit la méme approche qu’en
1D mais les calculs sont bien s(r plus complexes.

e On veut éviter d’avoir des éléments triangulaires aplatis pour que |J| ne
tende vers zéro.

e Large variété d’éléments finis (K, P, X) en 2D, davantage en 3D!
Voir e.g. la table périodique des éléments finis.
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