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Définition d’un élément fini
Définition: Un élément fini est un triplet {K, P, X} tel que :

1/ K estun inter\ialle (en 1D) fermé non vide de R.
Par exemple, K = [-1,+1], Ke = [X;_1, X]], etc.

2/ P est une espace vectoriel de fonctions polynomiales p: K — R de
dimension finie n. Par exemple, P = P{(K), n=dimP{(K) = 2.

3/ X est un ensemble de n formes linéaires (appelées degrés de liberté)
oi: P — Rtelles que p — (o1(p), o2(p), . .., on(p)) soit bijective.

Definition: Les fonctions de forme, §; : P = R, j = 1,..., n sont les fonctions
de base de P associées a 1, i.e.

\g,-(e),):(s,-,, i,j:1,...,n\

Vpe P, p(x)=Y_ oi(p)bi(x)

i=1
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Elément fini

Exemple : Elément fini linéaire de Lagrange

1/ K = [-1,+1]
2/ PZ]PH(K), n:dim]P’1(K):2

3/ Soient &1 = —1 et & = +1 les noeuds. Les degrés de liberté sont
donnés par o;(p) = p(&), i =1,2.

On cherche les fonctions de forme 6; c P telles que :
oi(0;) = o5, i,j=1,2
Soit 0;(¢) = a; + bi§. On adonc :

oo —meoy o = 1 1[5 =[]

e e TE et - [ A E T
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Exemple : Elément fini linéaire de Lagrange

On combine les deux systemes :
+1 —1][ay a| [1 O

+1 +1] [by b2] |0 1

ar|  [+1/2] 1<

B[R = -

Les fonctions 6; sont les polynémes de Lagrange de degré 1.

On résout :

De plus :
p(&) = a1(p)01(§) + o2(p)02(§)

= p(=1)61(&) + p(+1)02(£)
= C161(8) + C202(§),  Vp € P1(K)
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Exemple : Elément fini quadratique de Lagrange

1/ K = [-1,+1]
2/ P= IPZ(K), n= dlm]Pg(K) =3

3/ Soient & = —1, & = +1, et & = 0, les noeuds. Les degrés de liberté
sont donnés par o;(p) = p(&), i =1,2,3.

On cherche les fonctions de forme 6; € P telles que :
O‘,‘(Qj):5,'j, I'7j:1,2,3
Soit 6;(¢) = a; + b + ¢i¢?. On adonc :

ai(0)) = 0j(&) = aj + bt + ciéf = 6

1 51 512 ay dax as 1 0O
1 & &||br b b =[0 10
1 & &) |or o cs 0 0 1
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Elément fini

Exemple : Elément fini quadratique de Lagrange

1 -1 1 a da» as
1 1 1 |by by b3 010
1 0 0| |y & c3 0 0 1

Remarque : Le choix des degrés de liberté doit donner une matrice inversible.
Ici, c’est le cas a condition que les noeuds soient distincts les uns des autres.

La solution du systéme donne les polynédmes de Lagrange :

100

- & 1,
61(5)_51*52)(51*53_26(g R
§-&  E-& _15(5_1_1)

92(5)252*51 b—& 2 ;
Sk STV Sk I
93(6)_53*51 X€3*€2_1 ¢
7/24
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Elément fini

Exemple : Elément fini quadratique hiérarchique

1/ K=[-1,+1]
2/ P=Py(K), n=dimPy(K) =3
3/ Soient les noeuds &1 = —1 et & = +1. Les degrés de liberté sont
donnés par
a1(p) = p(&1)
o2(p) = p(&2)

1 +1

wp) = [ plede  (ouoalp) = —50"0))

Soit (&) = @+ bj¢ + ¢;¢?, ona:
oi(8)) = ajoi(1) + bjoi(€) + ¢oi(&?) = &5

Done:: o1(0)) = & — b+ ¢
o2(0;) = aj + bj + ¢
o3(6)) = -G
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Elément fini

Exemple : Elément fini quadratique hiérarchique

1 -1 1 ay da» &as 1 0O
1 1 1 |by b b3 =10 1 O
0 0o -1 Ci C (3 0O 0 1

Le déterminant de la matrice est non nul et celle-ci est donc inversible :

B- b Bl
bi| =|-1/2], b| = |1/2], by| = | o,
C 0 G 0 Cs —1

soient les fonctions de forme :

1_
01(¢) = T{

1
02(§) = %f
Oa(6) =1 - ¢
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Elément fini

Construction des fonctions de base globales

Le choix d’'un élément fini de référence permet de construire les fonctions ¢;
de base globale.

Lélément fini définit les degrés de liberté et donc les fonctions de formes sur
chaque élément.

Il faut :
e respecter les contraintes de continuité sur les fonctions de base.

e s’'assurer que les fonctions de base qui sont non nulles sur un élément
donné du maillage correspondent une a une a toutes les fonctions de
forme sur I'élément fini de référence.

e construire les fonctions de base de maniére a limiter leur support sur le
plus petit nombre d’éléments possible (de sorte a avoir une matrice
creuse).
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Construction des fonctions de base globales

g X :@H 1 b %gﬂ

'x‘f@:\; @ Ay %, Ay M *
S m
A D L LN

Remarque : Les degrés de liberté associés aux fonctions de base globale
correspondent aux degrés de liberté définis sur I'élément fini de référence.

N
Z aj(un)ei(x)
Jj=1

c'est-a-dire, les degrés de liberté globaux o; sont déterminés a partir des
degrés de liberté locaux.
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Elément fini

Matrices de connectivité

Les matrices de connectivité permettent de relier la numérotation locale (sur
I'élément de référence) a la numérotation globale des points du maillage et
des fonctions de base.

Un maillage est défini par :

- Le nombre de points : N, =4
- Le nombre d’éléments : N, =3
- Les coordonnées des points :

xcoord(ni) = xp;, ni=1,...,N,.

connect(1,1) =1

- La matrice de connectivité : connect(1,2) = 4

P . 2.1) =

‘connect(e, i) = ni ‘ connect(2, 1) =3

connect(2,2) =2

- + info sur les frontiéres ... connect(3,1) =4
connect(3,2) =3

)
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Matrices de connectivité

Connect-ddi(e, /) donne pour chaque K, et chaque '*/9‘,

. ) N o ¢§/ A
fonction de forme 6; le numéro global de la fonction &\
T\

de base (ou ddl).
Dans le cas d’éléments finis quadratiques :

connect-ddi(1, 1) = connect(1,1) =1
connect-ddi(1,2) = connect(1,2) = 4
connect-ddi(1,3) =5

connect-ddi(2, 1) = connect(2,1) = 3
connect-ddl(2,2) = connect(2,2) = 2
connect-ddI(2,3) = 6

connect-ddI(3, 1) = connect(3,1) = 4
connect-ddI(3,2) = connect(3,2) = 3

connect-ddI(3,3) =7

Remarque : le nombre de ddl peut varier d’'un élément a I'autre selon le type
d’élément fini utilisé pour chaque K. = nddi(e) = # ddl sur Ke.
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Assemblage de la matrice et vecteur

Assemblage

Probléme abstrait :

[ Trouver uc V telle que : B(u,v) = F(v), WveV

Par Galerkine :

Trouver up € VPt.g.  B(un,¢1) = F(¢i), i=1,....N

ou
Vvh = {v € C(Q); V|, € Pu(Ke), €= 1,...,Ne}

Soit uy = S 4 yy € VI Trouver uj, j=1,..., N tels que :

J=1

ZB(¢13¢I) Uj :F(¢I)a I:137N
—— N~
K U A
.



Assemblage de la matrice et vecteur

Exemple

Probléme fort :

—au” =f,
u=Uup,
au =g,

Vx e Q=(0,1)
ax=0
ax=1

Formulation faible :

1
B(u, v):/ au'v'dx
0

F(v) = /01 fv dx + gv(1)

U={ueH(Q): u(0)
V={ve H(Q): v(0)
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Matrice de connectivité

Connect-ddi(e, i) = numéro global de ¢.

Dans le cas d’éléments finis quadratiques :

connect-ddi(1, 1) = connect(1,1) =1
connect-ddi(1,2) = connect(1,2) = 4
connect-ddI(1,3) =5
connect-ddl(2, 1) = connect(2,1) = 3
connect-ddi(2,2) = connect(2,2) = 2
connect-ddl(2,3) = 6
connect-ddI(3, 1) = connect(3,1) = 4
connect-ddI(3, 2) = connect(3,2) = 3
connect-ddI(3,3) =7

connect-ddi(e, i) =

AW =
wWwn b
N o O
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Assemblage de la matrice et vecteur

Calcul du vecteur F

»
9‘/‘5 ;j t23(x), X € Ks
( 3
§ P3(x) =< O12(x), x € Kz
ﬂi?- 0, x & Ko UKy

e % K 1 K’_

K4 , he
Yy 1y - "3, N x =Te(€), dx=Tidé= ?df

1 =)
Flés) = /0 F(x) ds(x) dx + g Ga(1)

= f(x) 61 2(x) dx + f(x) 62,3(x) dx
Kz K3

H +1
:/ f(Tz(S))91(§)%d§+/ f(Tg(g))éz(g)%dg

—1

~ 3 (Tl 1 (60 2+ A(To6) o) 2
k=1
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Assemblage de la matrice et vecteur

Assemblage élément par élément

Vecteurs élémentaires :

B Ji, 101.10% Fi F
K1 . F1 = fK1 f92,1dX = 12| = F4
Ji, 103.1dx Fis Fs Vecteur global F
b ’ (dim F = 7):
_ Ji, 101,20 Fo.1 F3 1 T F
Ko: Fo= fK fhoodx+g| = |Fon| = | P 1 an
fz f93 ng _273 FG F2 — F2'2_
o ' F3 Foi+ Fs2
Ji, f01.30x Fs.s F, Fa| = |F12+ Fs1
K3 : /_:3 = [st f92,3dX ] = [:3’2] = [F3] ES ,/_::1 3
Ji, f0s.30x 3,3 F7 _Fj_ _ /___22 |

1 4 5
connect-ddi(e,/)= [3 2 6
4 3 7
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Assemblage de la matrice et vecteur

Calcul de la matrice K

Matrice de rigidité globale (7 x 7) :

Matrices élémentaires (3 x 3) :

Be—[/Ka(X)G’j:eﬂ’,-_’edx K=+ - - - | |n

connect-ddl(e, i) = ni e B

connect-ddi(e, j) = nj [ ]
Remarque : _
3 matrices 3 x 3 = 27 entrées Remarque :

1 matrice 7 x 7 = 49 entrées
Donc au moins
49 — 27 = 22 entrées nulles
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Assemblage de la matrice et vecteur

Calcul de la matrice K

On note que : A .
g o _dlide 2dh 2,
T dx  dédx hedt  h'

Donc :

_q e
ng A 5
~ Y wk a(Te(ék)) 0}(&k) 07 () he
k=1
Rappel (avec 6y et , = fonctions de forme linéaire):
A A dx h d 2
x = Te(§) = x1,601(§) + X2,602(€) = @ Ee et d—i = b
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Condition de Dirichlet

Application des conditions de Dirichlet

Condition de Dirichlet : u(0) = up

7
to = un(0) = D Ug(0) = t1¢1(0) = uy
j=1

On remplace 1ére ligne (correspondant ici a ¢4) par I'équation uy = up :

(1 0 0 0 0 0 O]

KU=F =

Si B(u, v) est symétrique, alors K est symétrique.

Mais nouvelle matrice ci-dessus n’est plus symétrique.
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Condition de Dirichlet

Application des conditions de Dirichlet

On introduit W et U tels que :

U4 W+ Up
U Wo 0 _
U=|.|=|.|+]|.|=W+U (avec wy = 0)
uz w7 0
Et donc :

1 0 0 0 0 0 O] /[w] [ug | [uo |
. . . . . . . Wo 0 F2
W3 0 F3
wsl + |0 = |F4
Ws 0 F5
Weg 0 Fs
L ] _W7_ L 0 ] _F7_
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Application des conditions de Dirichlet

10 0 0 0 0 O] [wy Up [1 0 0 0 0 0 O] [w
0 Ws F3 0
0 Wy | = F4 — 0
0 Ws F5 0
0 We Fe 0
_0 ] _W7_ _F7_ L 1L 0 ]
Findw e V deanda
_ Ao - %“nhw
|B(w,v) = F(v) - B(T,v), eV % —
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Résumé

Résumé du cours

e Un élément fini en 1D est un triplet {K, P, X}, ou K est un intervalle
fermé borné de R, P est un espace vectoriel de fonctions définies sur K,
et X est un ensemble de degrés de liberté.

e Les degrés de liberté sont des formes linéaires définies sur un espace
vectoriel P.

e Les fonctions de base globale ¢; se construisent & partir d’éléments finis
definis sur un élément de référence.

e Les matrices de connectivité permettent de relier la numérotation locale
(sur I'élément de référence) a la numérotation globale sur le maillage.

e Assemblage de la matrice de rigidité et du vecteur chargement a partir
des matrices et vecteurs élémentaires et la matrice de connectivité.

e Intégration sur I'élément de référence.
e Approximation des intégrales par la quadrature de Gauss.
e Application des conditions de Dirichlet par post-traitement.
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