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Problemes fort et faible

Probléme fort :

—(au') +bu +cu=f VxeQ=(0,1)

Uu=1u, ax=0
aul +lu=g, ax=1

Probleme faible :

’Trouver ue U telleque: B(u,v)=F(v), Vve V‘

ou

|
B(u, v):/ au'v' + bu'v + cuvdx + Au(1)v(1)
0

F(v):/1 fvdx + gv(1)

0

U={ueH (Q): u(0)=u}
V={veH(Q): v(0)=0}
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Equivalence

Equivalence des problémes fort et faible

e Si u est solution du probleme fort, u est alors solution du probleme faible.

e Si u est solution du probleme faible, est-elle solution du probléme fort?

Prenonslecas b=0,c=0,A=0,g=0.
Trouver u € U telle que :

1 1
/ au’v’dx:/ fvdx, VYveV
0 0
Peut-on intégrer par parties?

Si u € H'(Q), comment sait-on si u € H3(Q) c H'(Q)?

Il est nécessaire de connaitre la régularité de la solution u du probléme faible.
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Equivalence

Régularité des solutions

o Siu" € L3(Q),alors u' € H'(Q), et u € H?(Q).
e La régularité de la solution dépend du chargement f. Si a(x) = 1 et

e sif=—pg e C>, alors u est parabolique, i.e. u € C*;

e si f est constant par morceaux, f € L2, alors u € H? mais u ¢ H®;

e sif=—6 € H', alors u est globalement continue et linéaire par
morceaux, i.e. u € H' mais u ¢ H?.

e La régularité de la solution dépend des propriétés du matériau.
Supposons que a(x) soit constante par morceaux et f € L2 :
1
—(av) =fel? = au’:—/fder1 = u’:—é/fdxeL2

et donc u € H' mais non a H2.

e Selon la régularité du chargement, il faut parfois décomposer I'intégrale
sur des sous-intervalles sur lesquels la solution u soit suffisamment
réguliere pour pouvoir intégrer par parties sur ces intervalles.
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Equivalence

Equivalence des problemes fort et faible
Supposons que f € L2(Q) et a € C(Q). On peut alors intégrer par parties:

/Q—(au’)’vdx+a(1)u’(1)v(1) a(0)u'(0)v / fvdx, VveV
1) Puisque v(0) = 0, alors :

/Q [~ (au') — flvdx + a()U()v(1) =0, VveV
2) Puisque D(Q2) C V
/Q [—(au') —flvdx =0, VveD(Q)

Par le Lemme Fondamental du Calcul Variationnel:

—(au')y —f=0, p.p.inQ.
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Equivalence

Equivalence des problémes fort et faible

3) llreste donc : a(1)u'(1)v(1) =0, Vv e V.
On peut choisir v telle que v(1) = 1 de sorte que I'on a a(1)u'(1) = 0.

4) Comme on a u € U, on sait que u(0) = wp.

On a donc montré que u satisfait le probleme:

—(au') =f, ¥xeQ=(0,1)
Uu=1u, ax=0
au' =0, ax=1

Remarque : Les conditions de Neumann (ou de Robin) sont aussi appelées
des conditions naturelles car elles apparaissent naturellement dans
I'équation de la formulation faible. Par contre, les conditions de Dirichlet sont
des conditions essentielles car il est essentiel de les spécifier dans 'espace
des solutions U.
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Approximation de Galerkine

Approximation de Galerkine
Cas spécial U = V.

‘Trouver ue Vtelleque B(u,v)=F(v), VYveV

La dimension de I'espace V est infinie. Lobjective est de trouver une
approximation U de u dans un sous-espace de dimension finie V de V.
Soit dimV = N. Alors

N
u(x) ~ U(x) = ugi(x), YxeQ
j=1

ou I'ensemble {¢;}N . forme une base de V:
14 j=1

e Les fonctions ¢ générent I'espace V:

Vi e V,ilexiste y € R, j=1,...,N, tels que U(x) = Y1 ; ujesj(x).

e Les fonctions ¢ sont linéairement indépendantes:
si Y ugj(x)=0,YxeQ,alorsu;=0,j=1,...,N.
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Approximation de Galerkine

Lapproche de Galerkine consiste a trouver la “projection” U € V de u.

o Trouver U € V telle que B(U,v) = F(v), Vve V.
Cela donne N inconnues pour une infinité d’équations.

o Trouver U € V telle que B(U, V) = F(V), YWwe V
Le probleme est alors équivalent a :

Findde Vta. B(U¢)=F(¢), i=1,....N

Cela donne N inconnues pour N équations.

En remplagant u par 3" u;¢; dans I'équation ci-dessus, on a :

N
ibi, i) = B(¢;, b
B( Yy, ) ]Z )

Ki

u =F(¢), i=1,...,N
~— =
Y F
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Approximation de Galerkine

On définit la matrice K et les vecteurs U et F tels que:

B(¢1,¢1) B(p2,01) -+ B(on, d1)
B(¢1,02) B(¢p2,02) - B(én, d2)

B(¢1.,¢N) B(¢2.7¢N) B(¢A;,¢N)

et
uy F(o1)
F
U= U:z . F= (?2)
un F(on)

On a alors le systéme de N équations linéaires a N inconnues:
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Méthode de Ritz

La méthode de Ritz consiste @ minimiser la fonctionnelle

J(v) = 1B(v,v) — F(v) sur V (avec B symétrique et définie positive), i.e.

0 = argmin 1B(\A/, ) — F(V)
vev L2

et on retrouve le probleme :

Trouver i€ Vtq. B(U,V)=F(¥), veV

soit

Trouver i€ Vtq. B(U,¢) = F(¢i), i=1,...,N
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Méthode des éléments finis

Espace éléments finis

Lespace éléments finis V" (en 1D) est I'ensemble des fonctions polynomiales
de degré k sur chaque élément et continues a l'interface des éléments :

vh — {ve C(Q); v]Ke € Pr(Ke), €= 1,...,Ne}

ol Ne = nombre d'éléments du maillage. On peut montrer que V" ¢ H'(Q).

On considére le cas particulier k = 1 (fonctions linéaires par morceaux et
continues). Soit une base of V", {¢;};_0. n,Ona:

N
V"= Vect{¢;}, , = un(X) = Ug(x), Vx€Q
=0
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Méthode des éléments finis

Probleme éléments finis

Par Galerkine :

Trouver up € Vt.q.  B(up, vi) = F(vh), VYv,e V!

ou, de maniere équivalente :

Trouver up € VPt.q.  B(un, ¢1) = F(¢i)), i=0,....,N

Lapproximation EF du probléme est donnée par les degrés de liberté
U = [up, uy, Ua, ..., upN]T tels que :

K est souvent appelée la matrice de rigidité et F le vecteur chargement.
Lobjectif est maintenant de développer une méthode systématique pour
assembler la matrice de rigidité K et le vecteur chargement F.
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Méthode des éléments finis

Discrétisation du domaine

e Domaine Q = (0, 1)
e Points x;, i=0,...,N

e Eléments Ky = [x;_1, Xi],
e=1,...,N;
(ici Ne = Nete=1)

— Ne
Q - Ue:1 Ke

Par convention, on définit :

] he = |x; — X;i_1| = Taille de élément Ko| et [h= max he

e=1,...,Ne

Le parametre h représente le paramétre de discrétisation de la MEF. La

question fondamentale sera d’établir si u, converge vers u lorsque h — 0.
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Méthode des éléments finis

Fonctions de Base

Les fonctions de base ¢;(x) sont choisies
telles que :

1, atx=x
9i(x) {o, atx=x, j#i

En utilisant le Kronecker delta,

oi(X;) = 0j
X — Xi—1 X — Xj—1
Xj — Xji— - he
hi(x) = Xit1 — X _ Xit1 — X
Xiy1 — Xi he 1
0,

si x € Ko = [Xi_1, Xi]
si X € Koyt = [X;, Xiy1]

sinon
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Méthode des éléments finis

Fonctions de base

Exercice : Quelles sont les valeurs de uj, i = 1,...,4 pour up ci-dessous?

On observe que

Ul

Z uidj(xi) = Z Ypdjj = Ui ’ :
/:0 = l‘
1 ¢ s N
Alors : :\< 2R ‘
Up=0, =3, =3 % 7:1 ‘3 "1

Uy = 17 Us = 2,

Soit :

| Un(x) = 1(x) + Ba(x) + 265(x) + 34 (x) |

Remarque : Le choix d’'une base n’est pas unique! Ici, le support de chaque

fonction de base consiste de deux éléments au plus :

‘Suppd)i:KeUKe-H:[Xi—17XX+1]a I:1aaN71‘
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Méthode des éléments finis

Fonctions de forme

Les fonctions de forme, définies sur chaque élément, servent a construire les
fonctions de base globales.

Nﬂ-{\" Ny & ¢bh')

1L LY L

PN, ety
"f ¥ - —-\]._ " >
K Ken .
Kol L vt
N27e(X), Sl X € Ke N1 e(X) th_ X
¢i(x) = N1,e+1(x)a Si X € Koy1 x —eX,'_1
0, sinon Nz,e(x) = ~he
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Méthode des éléments finis

Fonctions de forme

Remarque :
Les fonctions de forme N; et N»  fournissent une base pour I'espace des
polyndmes de degré 1 sur K, i.e. P1(Ke).

Elles satisfont:

| Nio(X)) = 0, ki1 =1,2]
Ici x4 et x> sont les coordonnées des points 1 et 2 de I'élément K.

Ainsi, tout polynébme p € P1(K,) peut s’écrire comme une combinaison
linéaire de Ny g et No g :

p(X) = N1’e(X) + C2N2’e(X)7 VX € Ke

De plus,
p(x1) = CiNye(x1) + C2Nae(X1) = €4

p(x2) = c1Nj e(X2) + CoNo o(X2) = C2
Onadonc:

| P(x) = P(x1)Ny o(x) + P(Xe)Na,e(x), VX € Ko




Méthode des éléments finis

Elément de référence

RO )
1

-1 0 .5 ¥
04,- 1 = @ 4,=+4
~ 1—
Ni(€) = Tf
- 1
Nq(€) = %ﬁ

Te(5)=2

Tole) = i

Te ("') = N

Te (o) = RicbtX

Nie(x) = Ny(§) = Ni(T5 ' (x)) = Ny o To ' (x)

No,o(x) = No(€) = No(T5 ' (x)) = Na o T (x)

Remarque : | Nk(&) = 6,

k,l=1,2| avecK = [&,&] = [-1,+1].

) )
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Méthode des éléments finis

Transformation T,
T, transforme I'élément de référence K en un élément K, = [Xi—1,x] CQ:
x=Te€), Vee€K

C’est une transformation affine (polynéme de degré 1 sur f() telle que
Te(€1) = Xj—1 et Te(§2) = Xj.

X = To€) = To(&1) N1 (€) + To(€2) Na(€) = xi—1 Ni(€) + xi No(€), Ve € K

La transformation Ty : K- K, doit étre inversible. Inverse Te‘1 :

X = To(€) = X [1 ;5} +X; F;Lf] = {X’”; X’} + {X" _2X"‘1}£ :)‘(+%£

&JEM:E@_QZ%Q_&gﬁ)
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Méthode des éléments finis

Elément de référence

S. Prudhomme MTH8207 21/26



REINECIES

Remarques

o Coefficients de up : Comme ¢;(X;) = Jj,

N N N
Un(x) =D uidi(x) => =1 = |Us(X) = Un(X;)$i(X)
i=0 i=0 i=0

Le coefficient u; représente la valeur de up évaluée au point x;.
e Valeur de up(x) pour x € K :

N )
Un(x) = Z uii(x) TJ“ il
Fal v\
= Ui_1¢i—1(X) + Uidi(x) e N
= Uji—1Nj e(X) + UiN2 ¢(X) e Ke i
= Ui_1Ny o T () + uiNe o T (x) i i

= Ui—1 N1 (&) + uiN2(&)
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Définition des degrés de liberté (DDL)

Les fonctions de forme Nj et N2 fournissent une base pour I'espace P (K)
Ainsi, tout polynébme p € IPH( ) peut s’écrire comme une CL de N; et Ns :

p() = ciNi (&) + caNa(€), V& € K
Comme N,(gk) = Ji, ON @ VU que :
¢ = p(&1) = p(—1)
C2 = p(&2) = p(+1)
On introduit les formes linéaires :
&1 IP1(R) — R, telleque &i(p)=p(&)
82 IPH(R) — R, telleque &2(p)=p(&)
De ce fait :

p() = 61(P)N1 (€) + 62(p)Na(€), VE €K
5k(N)) = N/(fk) = du
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Définition des degrés de liberté (DDL)
'[out polynébme p € P (f() peut aussi s’écrire comme une CL de M (&) =1et
Mo(&) = ¢
p(€) = a + ar€ = aM (€) + aiMa(€), Ve e K
Dans ce cas, ag = p(0) et a; = p/(0).
a = p(0)
a; = p'(0)
On introduit alors les formes linéaires :
61:P1(K) > R, telleque &:(p) = p(0)
62 :P1(K) > R, telleque &2(p)=p/(0)
Et donc :

~

p(&) = 61(P)Mi(€) + 62(P)Ma(E), VE € K
5k(/\77/) = M/(Ek) = du




Définition des degrés de liberté (DDL)

Définition :
Soit P un espace vectoriel P de dimension dim P = n.

Les degrés de liberté sont n formes linéaires o, i = 1,..., n, définies sur P
telles que I'on puisse trouver n fonctions de base linéairement
indépendantes, 6; € P, j=1,...,n, en utilisant la relation :

oi(6)) = dj

De plus, toute fonction de P se représente sous la forme :
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Résumé

Résumé du cours

e Les problemes fort et faible sont équivalents, a condition que la solution
du probléme faible soit suffisamment réguliere.

e Les méthodes de Galerkin et de Ritz permettent d’obtenir une
approximation de la solution du probléme faible dans un sous-espace de
dimension finie. On résout alors un systéeme d’équations linéaires :

e La MEF est une méthode qui permet en particulier de construire des
sous-espaces V" c V de dimension finie & partir de fonctions
polyndmiales par morceaux.

e Notion des degrés de liberté (DDL).
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