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Rappel : Maillages curvilignes

Maillages curvilignes

Maillages /es noeuds sont ordonnés selon une grille composée de
structurés deux familles de courbes qui sont ajustées aux frontiéres du
domaine.
Structuré Non structuré
P5
i+ ® P, P4
l:’1
1 4
P, P, P,
-1 r'y
P, A
P.
i-1 i i+1 P2 3
Patron @ permet un addressage direct qui facilite le "calcul" ou
régulier I'identification des voisins a partir du noeud lui-méme;
@ donne une grande efficacité sur le plan du calcul ainsi
que de la mémoire.
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Rappel : Maillages curvilignes

Un nouveau modéle de maille

© Ces objectifs peuvent étre atteints grace aux propriétés de
lissage des opérateurs elliptiques tout en assurant I'unicité du
maillage.

@ Cette approche permet d’éviter certaines difficultés rencontrées
avec l’interpolation transfinie.

© Un maillage curviligne est généré dans I’espace paramétrique,
¥, comme un maillage régulier cartésien, et ensuite transposé
dans I'espace physique, x;, par une relation de la forme :

xi = x;(ut, u?, u®)

qui est la solution d’un systéme d’équations différentielles :

o Meéthodes EDP : elliptique, hyperboliques ....
o Techniques variationnelles
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Maillages valides

© Les équations de maille d’'un maillage curviligne peuvent étre
obtenues par des :
o expressions algébriques explicites ;
o techniques d’interpolation transfinie.

@ Ces différentes méthodes ont des limites.

© Un modéele de maille curviligne valide doit vérifier que les lignes
(surfaces en 3D) du maillage :
e ne se croisent pas;
e sont bornées par, et coincident avec les frontiéres du domaine;
e varient de facon monotone entre chaque paire de frontiéres opposées
du domaine.
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Rappel : Maillages curvilignes
Génération du maillage

On utilise la méme démarche que pour les maillages transfinis :
o la géométrie du domaine est transposée vers |'espace paramétrique;
@ les calculs sont entiérement réalisés dans I'espace paramétrique.
y v

Nouveau modele
de maille :
Opérateur

. elliptique u
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Rappel : Maillages curvilignes

Analogie thermique

Soit un domaine borné par quatre cotés.

@ On pose que les lignes d’'un maillage
curviligne peuvent étre obtenues
comme le réseau d’isothermes
résultant de la solution d'un probléme
thermique.

Yi

@ On calcule un champ de température
ou une paire de cotés est posée
adiabatique tandis que la seconde
paire est posée a un différentiel de
température.

xY
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Rappel : Maillages curvilignes

Formulation des équations de maille

Le probleme de génération de mailles devient un probléme
différentiel aux valeurs frontiéres ou les coordonnées curvilignes
¢, (& = 7 et £2 = 1), sont obtenues par la solution de :

V=0 i=1,2

avec les conditions limites suivantes :

Frontiere : Variable ¢! Variable £?
1 (premier coté) (x,y)=0 0&%(x,y)/0n =0
> (deuxieme coté) (x,y)=1 0€%(x,y)/0n =0
I3 (troisieme coté)  9¢Y(x,y)/On=0 £(x,y) =0
4 (quatriéme coté) 9 (x,y)/On=0 E(x,y) =1
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On obtient un réseau de lignes de maillage, par la résolution de
deux problemes thermiques distincts :

’ La premiére famille ‘ de lignes de maillage
découle du champ de température n
obtenu par la résolution de,

mailles  est y
obtenue de la méme facon, mais en

inversant  les  conditions
adiabatiques et de Dirichlet.

La seconde famille‘ de

frontiéres

e
ox2 ~ 0y?
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Propriétés

A cause des propriétés des équations de Laplace, découlant de la
nature de I'analogie physique, le réseau d’isothermes aura les
caractéristiques voulues :

@ unicité, conformité des frontieres et régularité (lissage),

@ un recouvrement sans chevauchement ou de croisement,

o les lignes de maillages demeurent a I'intérieur du domaine.

Cependant, pour des géométries quelconques, ces problémes,

0’n  0%n _ 0
Ox2  Oy?
9’ 0%t
2 toz = °

ne peuvent étre résolus que par des méthodes numériques, ce qui
nécessite un maillage du domaine.

Hors, c’est précisement le probleme de départ !
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Inversion des variables Inversion des variables

Inversion des variables

© Cette difficulté est contournée par I'inversion des variables
dépendantes et indépendantes.

© Inversion des variables (x,y) = (n,7)
@ L’équation du modele de maille,

e ne sera pas résolue dans I'espace physique mais plutét dans |'espace
des "températures"”, ou plus formellement dans |'espace paramétrique;

e ainsi re-formulée, revient a chercher les points (x, y) de I'espace
physique correspondant aux deux "températures” (1, 1), plutét que
résoudre les "températures" (1), ) en fonction des points (x,y).

© Ce qui équivaut a une inversion des variables dépendantes et

indépendantes;
T =7(x,y) x = x(n,T)
-)
n=mn(x,y) y=yn,7)
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Changement de variables Dévelopement détaillé
g()?) - 5('(5) En exphcntant;
oir £ = (¢1,62) et X = (x1,%). §=(58) =) et = (a,x0) = (xy) .
la dérivation en chaine par rapport a x et y,
En appliquant la régle de dérivation en chaine : P PP Y
. 0 0 0 0 0
o 9od 2 - 2, =7
?:Wa ,I:1,2 8X 8778)( 87—8)(
Xi 5 X 0 0 87’] 0 or
et, en substituant dans, aiy = 377@ + Eﬁiy
5 .
V2 = Z &>¢! —0 =12 appliquée aux variables x = x(n,7) et y = y(n, 1), donne,
£~ Ox? ’ ’
J=t 1 = xynx + X7
on obtient, 0 = ymx+ i
2 2 i 9%x 0 = Xy + X7y
Zzg DEIDES =12
j=1i=1 1 = YnTly + YrTy
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Inversion des variables

Pour exprimer les relations entre les deux repéres de coordonnées
n(x) et x(n), on obtient les éléments de la matrice Jacobienne, les
dérivées premiéres de 7 et 7 par rapport a x et y,

xy = 1,/K
xr = —n/K
yp = —Tx/K
Yr = 77X/K
J = 1/K
ou,
J= det(T) = (xpyr — Xryn)
K= det(lC) = (n1y —7xny)
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Inversion des variables

Pour obtenir les dérivées secondes qui apparaissent aux équations,

Vit =0
V3 = 0

on applique la dérivation en chaine a ces dérivées premieéres.

On dérive les deux premiéres équations par rapport a x, et les deux
dernieres par rapport a y, donnant,

(Xn)xnx + Xnnxx (XT)XTX + X Txx
= ()/n)xnx + }/nnxx ( T)XTX + VrTxx
Cadyny + Xy + (%2)y Ty + X 7yy
(¥n) )y

Ya)yNy + Yoty + (Vo )yTy + ¥rTyy

o o o o
I

les termes (x,)x, (Xp)ys (Vy)x» (¥n)y -... sont des dérivées de dérivées,
aux quelles on applique la dérivation en chaine donnant les dérivées
secondes.

©Ricardo Camarero 2019 19 /79

Inversion des variables

On écrit les matrices Jacobiennes sous la forme,

g =%y _ | X X
o(n,7) i Yn Yr
_9mr) _ | TIx Ty

K = axy) Tx Ty ‘|

ce qui donne pour le produit matriciel,

Xy Xr Nx ny- B 1 0
Yo Yr Tx Ty o 01

JK =T
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Inversion des variables

On obtient, en dérivant ces expressions,

0 = Xm]??)% + 2 Mx Tx + XTTTE + XpTxx + XrTxx
0 = Y777777>2< + 2Y77T77XTX + YTTT)E + YnMxx + VrTxx
0 = Xnnn}% + 2Xr 1My Ty + XTTT}% + XrTyy + XyTyy
2 2
0 = ygiy + 2nety Ty + YrrTy + YrTyy + Yollyy
En additionant la premiére et troisieme équations, et la deuxiéme et

quatriéme équations du systéme ci-dessus, on obtient les équations
de maille pour les variables x et y, respectivement.

Xnn(77>2< + 77}2/) + 2X777(77XTX +myTy) + XTT(T + T )
+ X (Nx + Nyy) + % (T + Tyy) =
ym](n)% + 77}2/) + 2y77T(77xTx + nyTy) + yTT(TE + T )
+ yn(nxx + nyy) + .yT(TXX + Tyy)
On note que les coefficients comprennent des dérivées 1),, 7, ...

qu’il faut exprimer en dérivées x;, x; ....
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Inversion des variables Inversion des variables

A partir des relations entre les éléments des matrices Jacobiennes L’opérateur de Winslow : L
établies antérieurement,
TK=1T Sous forme vectorielle,
on obtient, Oélxml—Qﬁ[Xm]+7[Xﬂ]=0
Ynn Y Yrr
Pz +ny) = (6 +y7)
— PP (7 + mTy) = (X + Yuyr) ou les coefficients :
2.2 | 2 2 .2
S +1) = (5 +y) a = POg+m) = (F+yP)
. i B = _J2(77X7'x + 77yTy) = (an‘r + }/nyf)
En substituant, et, puisque (7 + 7,,) =0 et 7 + 7, = 0, alors, N = J2(72 + 7_3) _ (Xg + yg)
2 .2 2, .2
X (X7 4 ¥7) = 2x0r (ipxe + yyr) + xer (7 +y) = 0 Ce qui peut étre reformulé en utilisant la notation,
Y (% + ¥2) = 207 (Xoxe + yoye) + v (X5 +v2) = 0 , ) )
ol [ PRRCARRP FRCCATRACAN [ I
On note que, maintenant, tous les termes différentiels sont y | | on? onor Tor2 y| |0
exprimés pour les variables physiques x = x(n,7) et y = y(n, 7).
ou L est appelé I'opérateur de Winslow.
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Formulation du probleme numérique

Les équations de maille, £(x), forment un systéeme d’équations
couplées et nonlinéaires, qui pour des conditions frontiéres générales
ne peuvent étre résolues que par des méthodes numériques.

© Solution numérique des équations modéles L’approche globale comprend deux étapes :

© /a discrétisation des équations différentielles dans I'espace
paramétrique,
@ /a résolution numérique du systéme d'équations algébriques :

o méthodes directes ;
o méthodes itératives.

©Ricardo Camarero 2019 23 /79 ©Ricardo Camarero 2019 24 /79



Discrétisation

La discrétisation consiste a remplacer les lignes de maillage
curvilignes par un nombre discret de m par n noeuds dans les
directions 7 et 7, respectivement.

© Les noeuds, (x,y), et les variables associées sont identifiées par les
indices i et j :

T = (i*l)AT 1 < i

o= U-DAnp 1 <

ou les pas de la discrétisation, At et An sont obtenus par une
équi-répartition de l'intervalle :

At = (tm—m11)/(m—1)
An = (nn—m)/(n—1)
@ On identifie la valeur d'une variable, f, a un noeud (i, j) par,
fi = (7. m)
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n

VANIVAN

Systéeme algébrique

La substitution des expressions aux différences divisées dans les
équations de maille,

%% %% %%

%) = _og ¥ x I
LR = ogr =250 T o

=0

pour un noeud (i,j) du réseau de I’espace paramétrique, donne une
relation algébrique entre les coordonnées x et y, et les voisins :

o [Xip1j — 2xij + xi—1j] + 7 [Xija1 — 2x55 + xij-1]

/
=20 [Xit1,j+1 — Xi—1,j+1 — Xi+1,j-1 + Xi—1j-1] = O

o [Yitrj — 2vij + Vi1l + 7 Wij+1 — 2vij + Yij—1l]
=26 [Yi+1j41 — Yi-1j+1 — YVit1j-1 + Yi-1j-1] = O
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Différences divisées

Les dérivées dans les équations différentielles, £, sont remplacées
par des différences divisées d’ordre deux :

of _ fum—fij
or 2AT
of fiq1j—fica
on 2An
O°f oty =26+ fija
a2~ AT2
Pf iy — 26+ fiy
o An?
Pf fygn — firon — fioga + fisa
oron 4ATAY

ou f représente les variables x ou y.
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Solution numérique des équations modéles

ou,

o (Xija1 — Xij—1)? + (Vij+1 — Yij-1)?
(2ATAnR)?

= (Xid1j — Xi—14)? + (Vi1 — Yi-14)?
(2ATAnR)?

g = i = X)X = Xijoa)

(4A7AR)?
+ (}/i+1,j - )/ifl,j)()/i,j+1 - )/i,jfl)

(4A7AR)?

Comment choisir les pas, A7 et An, de la discrétisation ?

Sans perte de généralité, on pose AT =1et Anp=1
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Solution numérique des équations modéles

Schémas de résolution

=» En appliquant cette discrétisation a chaque noeud du maillage,
on obtient un systéem d’équations algébriques,

Ax = by

Ay = b,

qui comme son analogue continu est couplé et nonlinéaire a cause
des coefficients o/, 7' et 5’ qui sont fonction des inconnues x et y.

=» Le choix d’une méthode de résolution se fait a partir de critéres
basés sur les aspects et les ressources informatiques, tels que :

@ temps de calcul et espace mémoire,
@ taux de convergence,

o facilité de programmation.
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Solution numérique des équations modéles

Conditions frontiéres

©Ricardo Camarero 2019 35 /79

Calcul d’un point

=0

’ £(y)
y
PT
;; g f T
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A ;

Solution numérique des équations modéles

clal[=2(at ol | e 261 1] (<261 - Ki

26 B 126] - el [=2at el e | e 2611 [-26] i

s =281V [28] - < el [=2(a+ )] [a] - - ij+1
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Solution numérique des équations modéles

Choix d’un résoluteur

Plusieurs méthodes de résolution sont disponibles :

o \Ies méthodes directes : | décomposition de Gauss, LU, ....
e requiérent beaucoup d'espace mémoire car il faut assembler la matrice
au complet ;

o Par contre, elles garantissent une solution en un nombre fini
d’opérations arithmétiques.

Q \Ies méthodes itératives : | Gauss-seidel, Jacobi, surrelaxation ...
présentent des caractéristiques intéressantes sur I'ensemble des
critéres :

o il n'est nécessaire d'assembler la matrice;
e sont performantes si une bonne solution initiale est disponible, alors la
convergence est rapide.
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Solution numérique des équations modéles

Fonction itérante

On cherche les valeurs des variables x et y au noeud (/,/), notées x~ et
y~, qui vérifient I'équation du résidu :

o [Xiy1j — 2%+ xi—1] 9 [Xijr1 — 2% + xi j-1]

—26" [Xit1j41 — X141 — Xit1j-1 +xi-1j-1] = 0
o lyiv1j — 2yij + yi—1j] + 7 ij1 — 2vij + yij-1]

—25/ [Yi+1J+1 — Yi—1,j+1 — Yi+1,j-1 + Yi—l,j—l] =0

ol x et y sont des anciennes valeurs, c-a-d évaluées a I'étape n et, x™ et
yT sont des valeurs corrigées, c-a-d évaluées a I'étape n+ 1.
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Solution numérique des équations modéles

Relaxation par point

Le schéma de relaxation par point consiste a corriger sucessivement les
inconnues par un balayage lexicographique du domaine discret.

J+1 o valeurs a I'étape n + 1

j e valeur courante

j-1 o valeurs a I'étape n
i1 i i+t

La fonction itérante est dérivée du systéme algébrique écrit au noeud (i, j)
a I'étape courante du processus itératif, en tenant compte de I'état, c-a-d
valeur ancienne ou corrigée, des variables du voisinage.
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Solution numérique des équations modéles

A partir du systéme algébrique écrit au noeud (1, )
processus itératif, en tenant compte de I'état, c-a-d
corrigée, des variables du voisinage :

a I'étape courante du
valeur ancienne ou

@ On isole les valeurs des inconnues au noeud (7, ) et les valeurs aux
noeuds voisins sont placées a droite de I'équation. Ce qui donne
la fonction itérante, qui exprime x;; et y;; en fonction des valeurs
voisines :

2(a +7)x, of (Xiy1j+xi-15) 9 (Xijr1 + xij-1)
=20 (Xi41j41 — Xi—1j41 — Xit1j—1 + Xi—1j-1)
20+ )iy = & (Virrj +yi1g) + 2 ije1 + vij-1)

—28" (Yit1j41 — Yi-1j41 — YVit1j—1 + Yi-1j-1)

@ On visite successivement chaque sommet, (/,/), de I'espace
paramétrique, et les valeurs de x; ; et y; ; sont corrigées avec la
fonction itérante.

© Au fur et a mesure de ce balayage, le calcul des x;; et y; ; converge
pour un ensemble de valeurs o, 7/ et 3.
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Solution numérique des équations modéles

Remarques

‘La convergence‘ Ce processus itératif converge-t-il ?
Sous quelles conditions ?

. Ve . . / I / Ve -
\ La linéarization \ Comme o', 7' et ' dépendent des inconnues Xx;; et y; ;,
on doit recalculer ces coefficients a mesure que les x;; et y; ; changent.
A quelle fréquence?

\Solution initiale\ Le processus itératif consiste a améliorer une solution
existante, et par conséquent nécessite une solution de départ.
Le maillage initial est obtenu par la méthode d'interpolation transfinie.

Comment mesurer |'atteinte d'une solution ?
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Solution numérique des équations modéles

Algorithme global

Le balayage : | Cette étape consiste a visiter chaque noeud (sommet) (/,})
et de faire la mise a jour des x; ; et y;; en appliquant la fonction itérante.
@ Un balayage va du premier au dernier sommet, répeté iterB fois;

@ On utilisera une méthode itérative par point de type Gauss-Seidel ou
Jacobi, avec ou sans surrelaxation;

@ Au cours d'un balayage, les coefficients «, 5 et v sont gelés.

\La linéarisation : \A la fin d'un cycle de iterB balayages, les valeurs de
x(i,j) et y(i,j) ont changé.
@ les a, [ et v sont mis a jour;

@ A cette étape, on calcule les résidus et la norme;

@ Une linéarisation suivie de iterB balayages, est une itération, répetée
iterL fois, jusqu'a |'atteinte de la convergence souhaitée.

‘ La convergence et critére d'arrét : ‘ On mesure |'erreur par une norme sur

les résidus R.(7,j) et R,(i,j), et selon une cible, on poursuit ou aréte les

calculs.
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, .
Le résidu

L'opérateur de Winslow exprime la solution du modéle de maille dans
I'espace continue comme,
|0
0

X 02 0?2 0?2

L = |la=—s - 20— +v=—=

l y ] [ on? 681787' Tor2

Dans la formulation discréte, les x; ; et y; ; sont des approximations, donc
le résidu sera différent de 0,

X
y

Rei,j#0 = o [xip1j — 2xij + xici] + 9 Pijer — 2% + xij-1]
=20 [Xi41j41 — Xi—1j41 — Xit1j—1 + Xi—1,j—1]
Ryi,j#0 = o [yiv1j—2vij+ Yic1j] + 7 Wijr1 — 2vij + yij-1]
=28 [Yit1j+1 = Yim1j+1 = Yit1j-1 T Yi-1,j-1]
et donne une mesure de |'atteinte de la convergence en utilisant une

norme, Ly par exemple.
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Solution numérique des équations modéles

Structure de données

DOMAINE :
=» Le résultat de cette technique COIN's => BORD,s => FACE
de maillage est un ensemble de A/”’/D
noeuds discrétisant le domaine. RS
B P !

=» Les  coordonnées  de A ol A
tous ces points sont stockées dans DA"'?\O O%O IESEERY
deux tableaux x et y, regroupés A‘A': Ot O‘g oA
selon I'entité topologique sur t“'A“»&\f Q -_A} g
laquelle ils reposent. I

o Coins A Bords © Maille

=» Cette représentation du maillage global d'un domaine comprend trois
maillages :

@ les COIN's : maillages 0d
@ les BORD's : maillages 1d
@ une FACE : maillage 2d
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x [y \-‘“-1_4—-—)"',”—‘—_.
v COIN1 oo
COIN: 1:nbCOIN COIN2 =P
[y}
? nbéOIN oo ﬁ’_/

BRD1: iniBRD:finBRD

A
L

BRD2: iniBRD:finBRD
BRD: 1:nbBRD A

<

nbBRD: iniBRD:finBRD

;

# [e] e}
FACET1: debutFACE:finFACE olo
A olo
[e]Ne}
FACEZ2: debutFACE:finFACE olo
.1 A e
FACE: 1:nbFACE olo SEetiiies wﬂ&_\%@f_::’%}%,
olo : S ..".1‘
2 o e
nbFACE: debutFACE:finFACE olo ‘:‘}t
Solution numérique des équations modéles
Surrelaxation
Les anciennes valeurs x et y sont mises a jour en ajoutant (x~ — x) et

(y~ — y) en surrelaxation par un facteur w :

xT = X+ w(x™ —x)
y*t y+wly -y

d’ol on tire pour les valeurs courantes :

xi; = xj+ G j/w
Yij = Yijt+Gijlw
avec les corrections
P _ +
Cul,j Xi = Xi,j

Cij = y5—vij
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Vecteur d’addressage

) kv L
(|+]—.J) |P1J V(k,3) (" o)+ ) ('!l"' ) (H' s+ )
(i-1,)) imlj  V(k4) 8 1 5
Gi+l)  dipl V(k1)

(i,j-1) ijml  V(k2) (i-1,j) 4 3 (i+1)
(i+1j+1)  iplipl  V(k5)
(-1j-1)  imLml  V(k.6) s 2+
(I_]"J—‘f_l) Iml.]pl V(k18) (i-1,j-1) (i,j-1) (i+1,j-1
(i+1j-1)  ipLiml  V(k7)
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Solution numérique des équations modéles

Fonction itérante

En remplacant dans I'équation discrétisée, on obtient :

2 / /

MCxi,j — R, j+aCi—1,j
_/BI(CXI_]-L/_]-_CX’+17.]_1)+P>/CX17J_1

2 ! /

MCyi,j = R, j+dCi—1,j

—B(Ci—1,j—-1-Ci+1,j-1)+~Cji,j—1

avec les résidus :

Reirj = o [xiy1j — 2xij 4+ xic1j] + 7 [Xijr1 — 2xij + xij-1]
—2B" [Xip 141 — Xi—1j41 — Xip1j-1 + Xi—1-1]
Ryij = o lyivry —2¥ij+ Yierj] + 9 Wijr1 — 2yij + yij-1l

—26" Vit 141 — Yie1j+1 — Yit1j—1 + Yi-1,j-1]
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Conditions frontiéres

yi c
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Processus itératif

@ Sur les frontiéres,
Le long de la frontiere :

Les variables Les indices

1 (premier coté) 7=0 j=0,i 1==>m
> (second coté) T=1 j=1i 1l==>m
I3 (troisieme coté) n=0 i=0j l==>n
4 (quatriéme coté) n=1 i=1j 1==>n

@ A partir d'une solution initiale, les valeurs de x et y a chaque noeud
(7,j) sont mises a jour successivement en balayant le domaine.

© Le taux de convergence de ce procédé dépend de |'étendue de la
molécule de calcul d'une part, et de la facon dont les conditions
limites influencent les valeurs a l'intérieur du domaine.
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Corrections aux frontiéres

Comme les équations sont formulées en termes de corrections Cyi,j et
Cyi,j, alors les conditions limites sont :

Gl,j = Cmj = 0

Glj = ¢m,j = 0
car les valeurs sont connues sur les frontiéres, c-a-d des conditions de
Dirichlet.
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Solution numérique des équations modéles

@ Dans un schéma de relaxation par point, il faut autant de balayages
qu'il y a de noeuds dans le domaine.

@ Une molécule de calcul de la forme d'une ligne, avec les extrémités sur
les frontiéres, accélére la propagation de ces conditions vers |'intérieur.

© On peut utiliser soit une rangée ou une colonne comme bloc.

Les valeurs de 7 et 1 sont sans importance et peuvent, sans perte de
généralité, varier de 0 a 1 ou bien de 1 au nombre de noeuds, m et n
respectivement. Alors les valeurs de An et A7 valent I'unité.

La formulation donne lieu a un systéme implicite de forme tridiagonale qui
se préte a une résolution efficace.
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Solution numérique des équations modéles

Relaxation implicite par rangée

La fonction itérante pour une relaxation implicite par rangée est dérivée a
partir du systéme algébrique avec la disposition suivante :

j+1
j o valeurs a I'étape n + 1
j-1 ® valeurs courantes

o valeurs a I'étape n

i-1 i i+
Les valeurs des variables le long d'une rangée sont mises a jour
simultanémment, ce qui donne I'avantage d'introduire implicitement les
conditions frontieres aux noceuds en extémités.
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Solution numérique des équations modéles

Correction

L'équation pour la correction est obtenue par :

/ 2/ / /
i1, -2 e Y i
w w

= —Ryi,j—7Cei,j—1=2B"[Ci+1,j—1—Cyi—1,j—1]
o . 2a+'y) .
wCyI—l,J—(UJ)Cy/,j—i-,wCyH—l,J

= —Ryi,j—~'Cyi,j—1-28[Ci+1,j—1—Cyi—1,j—1]

ou les résidus Ryi,j et Ryi,j sont donnés par les expressions :

Rii,j = o [Xi+1,j — 2X,'7J' + X,'_LJ'] + ’}/ [Xi,j+1 — 2X,',j -+ X,'J_l]
=206 [Xip 141 = Xim1j41 — Xit1j-1 + Xi—1j-1]
Ryi,j = o' lyivrj —2yij+yi-1] +9 Wije1 — 2vij + yij-1]

—26" [Yit141 — Yie1j+1 — Yitlj—1 + Yi-1,j-1]
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Solution numérique des équations modéles

Equation du résidu

Le systeme algébrique est écrit implicitement le long d'une rangée avec les
valeurs des variables a I'état du processus de relaxation :

o STV Mg — 2x0 4 xt ]

! + + 1 =
—2f3 {Xi+1,j+1 = Xi—1j4+1 — Xiy1j-1 X1 -1 = 0

0/ |:yi:-1,j — 2}/,; + y,ilJ:| + ’}/ |:}/i,j+1 - 2y/?j + .yiJ,S'—l_

-2 [)/i+1,j+1 — Yi-1,j+1 — yi-:l,j—l + yitl,j—l_ =0
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Solution numérique des équations modéles

Systeme implicite

En appliquant I'équation de correction a chaque noeud, on obtient un
systeme tridiagonal pour les corrections de la variable x :

[ By G 17 G2, 7 [ Dy2,j
A3 B3 G G3,j D.3,j
A B G Ceirj | | Dxij

L Am—1 Bm-1 1L me - 17./ J L Dym — ]-,./. i
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Systeme implicite

De facon semblable, pour la variable y :

[ By G 17 G2, 7 [ Dy2,j ]
As ?3 F3 | Cy.?%j Dy?:f
A,: B, G Cyii, j - Dyii, j
L Am._l B,,.,._l 11 Cym.— 1.5 | L Dym-— 1,5 |
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Conditions frontiéres

Comme les équations sont formulées en termes de corrections Cyi,j et
Cyi,j, alors les conditions limites sont :

Gl,j = Cm,j = 0
Glj = Cmj = 0

car les valeurs sont connues sur les frontiéres, c-a-d des conditions de
Dirichlet.
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Systéeme nonlinéaire

Les coefficients :

A = djw

Bi = —2(d+7)/w

G = d/w
Dyi,j = —Rui,j—~Cuij—1-28[Ci+1,j—1—Ci—1,j—1]
Dyi,j = —Ryi,j—+'Cyi,j—1-28[C)i+1,j—1—Cji—1,j—1]

sont fonctions des inconnues x et y ce qui rend les équations algébriques
nonlinéaires et couplées.
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Relaxation implicite par colonne

La fonction itérante pour une relaxation implicite par colonne est dérivée a
partir du systéme algébrique avec la disposition suivante :

j+1 o

) © valeurs a I'etape n + 1
J

> e valeurs courantes

l_

o valeurs a I'étape n

i-1 i i+1
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[ Soution numerigue des équations moddes R Soion numérique des équations modales
Equation du résidu Correction

L'équation pour la correction est obtenue par :

\ . o Vo, 2+ e
Le systeme algébrique est écrit implicitement le long d'une colonne avec w Xij—1— Xij + w Xij+1 =
les valeurs des variables a I'état du processus de relaxation : —Rxij — o Cxi1j + 2B'[Cxi—1 41 — CXi1j1]
/ / /
_ _ - ¥ 2(a/ +7) v
o [Xi+1,j —2x;; + Xitl,j} + [Xi,j—i-l = 2X;;+ X 1] ;C}/i,j—l ——Cyij + ;C)’i,j-i-l =
—24' [Xi—|—1,j+1 — Xy — XL+ X-Jild-_l_ =0 —Ryij— o' Cyi_1j+28'[Cyi—1jy1 — Cyim1-1]
o [}/i+1,j -2y + Y,tlJ} + 7/ |:yi7_j+1 =2yt VYij ou les résidus Ryi,j et R,i,j sont donnés par les expressions :
/ + + 1 _
—25 [y"“»f“ ~Yimgn T Y1t i) = 0 Reisj = o [xiv1y — 2xij + Xi—1] + 9" [Xije1 — 2 + xij-1]

—25/ [Xi+1,j+1 — Xi—1j41 — Xit1,j-1 + Xi—1,j—1]
Ryi.j = o [yiv1j—2yij+ Yie1j] + 7 Vij+1 — 2vij + yij-1)
=28 lYit 141 = Yi-1j41 — Yit1j-1 + Yi-1j-1]
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Comparaison des maillages transfini et Winslow Comparaison des maillages transfini et Winslow
Transfini Winslow

@ Comparaison des maillages transfini et Winslow
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Comparaison des maillages transfini et Winslow

Comparaison des maillages transfini et Winslow

Winslow

Transfini

Winslow

Transfini
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Comparaison des maillages transfini et Winslow

Comparaison des maillages transfini et Winslow

Winslow

Transfini

Winslow

Transfini
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Comparaison des maillages transfini et Winslow Partionnement du domaine : maillages multi-bloc

Transfini

Winslow

© Partionnement du domaine : maillages multi-bloc
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Partionnement du domaine : maillages multi-bloc

Partionnement du domaine :
Partitionnement

maillages multi-bloc

Maillages multi-blocs

La décomposition en sous-domaines est arbitraire et dépend de

I’application :

On tente de produire des zones qui sont le plus proche possible d’un
rectangle dans I’espace géométrique.
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Approche globale multi-bloc

=» On partitionne le domaine en un ensemble de quasi-rectangles et

on applique les méthodes transfinies ou Winslow. Transfini Winslow

=» Ce qui rameéne le probleme de la génération du maillage hybride
en trois classes d’action :

s P
@ géométriques Mty
@ topologiques

@ discrétisation
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Partionnement du domaine : maillages multi-bloc Partionnement du domaine : maillages multi-bloc

Maillage structuré en C

Domaine non-simplement connexe

Transfini Winslow
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