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Plan de cours

Semaine Date Séance MNotes Sujet
2 Mercredi 8 Jan 1 EDP
2 Jeudi 9 Jan 2 EDP
3 Mercredi 15 Jan 3 EDP
3 Jeudi 16 Jan 4 Départ Devoir 1 (EDP) EDP
4 Mercredi 22 Jan 5 EDP
4 Jeudi 23 Jan 6 TD#1
5 Mercredi 29 Jan 7 Remise Devair 1 (EDP) Intro
5 Jeudi 30 Jan 8 Intro / EDO
b Mercredi 5 Fév 9 Partiel 1 (EDP) _
6 Jeudi 6 Fév 10 EDO
7 Mercredi 12 Fév 11 Départ Devoir 2 (MDF) TD#2
7 Jeudi 13 Fév 12 MDF
8 Mercredi 19 Fév 13 MDF
8 Jeudi 20 Fév 14 MEF
9 Mercredi 26 Fév 15 TD#3 (LAB-MDF)
9 Jeudi 27 Fév 16 MEF
10 Mercredi 4 Mar Relache
10 Jeudi 5 Mar Relache
11 Mercredi 11 Mar 17 Remise Devoir 2 (MDF) TD#4 (LAB-MEF)
11 Jeudi 12 Mar 18 Partiel 2 (EDO-MDF-MEF)
12 Mercredi 18 Mar 19 Données exp.
12 Jeudi 19 Mar 20 Départ Devoir 3 Données exp.
13 Mercredi 25 Mar 21 Bilans
13 Jeudi 26 Mar 22 TD#HS
14 Mercredi 1 Avr 23 Bilans
14 Jeudi 2 Avr 24 Opt./Rec.
15 Mercredi 8 Avr 25 Remise Devoir 3 Opt./Rec.
15 Jeudi 9 Avr 26 TD#E




Méthode des différences finies - Objectif

Objectif :
= Transformer une équation aux dérivées partielles continue valable sur un
domaine continu:
— soit en un systeme linéaire a N équations pour N inconnues,
- soit en un systeme de N équations de récurrence,
dont les égquations sont associées a un domaine discret appelé maillage.

kin kip o k| (W /1
R o PLCI D L
ou 0%u ou -knl an knn- Uy fn
L u,a it +f=0 transitoire avec schéma implicite ou stationnaire
X X t
»— ou 7
+Conjitions Frontliére(s ) ult! = g, (ub, ul, ub)
+ Conditions Initiales (transitoire t+1 _ t ., t .t
] Uz = 9,(ui, uz, uz)
Probléme... 1 t .t
(Un = g,(Up_1, Up, Upt1)

transitoire avec schéma explicite

Méthode :

= Ecrire sous forme discréte (i-1, i, i+1 ...) toutes les dérivées partielles présentes
dans I'EDP appliquée en i ainsi gu’aux C.F. et C.I.



Discrétisation des termes de dérivées

= Utilisation des développements limités en série de Taylor:

notation indicielle

- +AX'() @

T(x+Ax)=T (|£1) T(|)+d—T Ax+d2T AXZersT AX
dx |. dx*| 2 dX’|
dT d°T| Ax* d°T| AX®
T(X-AX)=T(1-1)=T(@U)——| AX+ —
( )=T(I-1)=T0) dx |. dx*| 2 dx’| 6

+AX () ()

= On combine ces deux équations. Par exemple, la somme de (1) et de (2) :

T(i+1)+T(i-1)= 2T(|)+2—T A—X+Ax( )
dx* | 2

permet d’isoler :

de :T(|+1)—2T(2|)+T(|—1)_+ 0(Ax?)

dx” |. AX T

représentatif de
I'ordre de tous les
termes tronqués

T

\_H

X X+ AX



Principaux schémas d’approximation des termes dérivés

En combinant de différentes maniéres, on obtient ainsi les approximations discretes (ou
schémas de différenciation) suivantes :

Termes, Type de schéma
tronqués
Q) —> (;T ~ T‘“A_T‘ + 0(Ax) Approximation avant de la dérivée 1¢®
X |; X
dT| T -T. \
(2) - il = : Axl_l + 0(Ax)  Approximation arriére de la dérivée 18
d°T| T.,-2T.+T,
1)+(2) — el i . " = +0(Ax?)  Approximation centrée de la dérivée 2nde
dr| T.,-T_ > \
(1)_(2) — dx | ~ 12Ax : ! Approximation centrée de la dérivée 1°
aussi:  AT|  TTive $4T0s 73T O(ayy) Approximation avant dite « de Gear » de

la dérivée 1°re
dT| _Tio=4Ti 1 +3T; +0(A%® Approximation arriére dite « de Gear » de
dx|, 2Ax T la dérivée 1°re

Précision du schéma
B: nouvelle notation = T(i+1)=T,,,



Exemple 1

= Transfert de chaleur dans une tige avec source/puits de chaleur:

On considére une tige de longueur L=b-a qu’on désigne par Q et qu’on représente

comme suit:
Q

0 L
® ®
a b

= Le probleme de transfert est gouverné par I'équation de Poisson et les conditions
aux frontieres de type Dirichlet suivantes:

d-T
— K d 2l f dans Q Probleme elliptique
X
T (X — a) — Ta On s’intéresse ici au
T (X _ b) -7 profil de température
b en régime permanent

= k: conductivité thermique (W/m-K)
= f: source/puits de chaleur (W/m3)



= On applique la discrétisation géométrique a l'aide de 4 intervalles (mailles):

o O @ ® O

® & @ @ o
Xy X2 X3 Xy Xg

= Approximation par un schéma de différences finies de la dérivée seconde:

d°T T, —2T +T.,

~ Approximation
dx? h? centrée

avec
h=X_, —X =constant

= On obtient donc I'équation:

—x(T,, 2T, +T,

1+1

)=h?f, avec (f, = f(x))

qui doit étre verifiée pour i=2, 3 et 4.



= Ainsi nous avons aux nceuds 2, 3 et 4 les relations suivantes:

2
i=2:—(T,—-2T,+T,)= h°f,

K

2
i:3:—(T2—2T3+T4):h f

K

h?f,

i=4:(T,-2T,+T,)=

= Qu’on réécrit en transférant les conditions aux frontieres a droite:

2 2
i=2: 2T, - T, :T1+h f2=Ta+h f,
K K
2
3T, 42T,—T,= G
K
2 2
i=4.-T,+2T, :T5+M:Tb+h fy




= Ou sous forme matricielle :

2 -1 0| K"Z\ (Ta "‘(h%)fzw
-1 2 -1iT,p=+ (h%)fs . Es:::)(;cte
0 -1 21T (T "‘(h%)f%

= Un probléme stationnaire mene toujours a la résolution d’'un systéme matriciel
(pas d’équations récurrentes)

= Remarque: I'approximation centrée est du second ordre O(h?) . Autrement dit,
I'erreur varie comme:

Max(T; =T (x,)| < C.h?

avec C une constante.



Quel algorithme doit-on choisir pour résoudre un systeme linéaire?

Réponse:
= On choisit I'algorithme en fonction de la taille N du systeme et du type de matrice (p.ex.
diagonale, creuse,...) a résoudre.

= Meéthodes disponibles:
1. Inversion de matrice et formule de Cramer (calculs de déterminant)
2. Méthodes directes “avancées”(p.ex. factorisation LU, algorithme de Thomas,...)
3. Méthodes itératives (p.ex. méthode de gradient conjugué, Gauss-Seidel,...)

I ) T T T T T

Formule de Cramer
1300 flops  4x108 flops 10%% ans o0 o0

Factorisation LU 100 flops 900 flops

~O(msec) ~ O(heure) ~ O(maois)

Méthode itérative G |~ @

10



Lectures complémentaires suggérées

Alfio Quarteroni
Fausto Saleri
Paola Gervasio

CALCUL SCIENTIFIQUE

h& //// 'a

Cours, exercices corrigés
etillustrations
en MATLAB et Octave

@ Springer

Chapitre 5
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Quel algorithme doit-on choisir pour résoudre un systeme linéaire?

Table 7.4 Operation count for some direct solution techniques.

Approximate Approximate
Direct solution Approximate operations for operations for
technique operation count N = 1000 N = 1 million
Thomas algorithm® 8N 8 x 10° 8 x 10°
Gaussian elimination N3 7 x 10* 7 x 10"
LU decomposition EN? 7 x 10* 7 x 107
Gauss-Jordan N3 I x 107 I x 10'%
Matrix inversion 2N? 2 x 107 2 x 10'*
Cramer’s rule (N + 1) 4.0 x 10¥7 R 1=

“ for tndiagonal systems only. (Oberkampf et Roy, 2010)

12



Operation count

 The operation count for Gaussian Elimination or LU Decomposition is 0
(n3), order of n3.

* For iterative methods, the number of scalar multiplications is 0 (n?) at
each iteration.

* |f the total number of iterations required for convergence is much less
than n, then iterative methods are more efficient than direct methods.

* Also iterative methods are well suited for sparse matrices



Algorithme de Thomas (forme simplifiée d’'une élimination de Gauss)

Fonction MATLAB

function x = TDMAsolver(a,b,c,d)

%a, b, c are the column vectors for the compressed
tridiagonal matrix, d is the right vector

n = length(d); % n is the number of rows

% Modify the first-row coefficients
c(1) =c(1) / b(1); % Division by zero risk.
d(1) =d(1) / b(1);

fori=2:n-1

temp = b(i) - a(i) * c(i-1);

c(i) = c(i) / temp;

d(i) = (d(i) - a(i) * d(i-1))/temp;
end

d(n) = (d(n) - a(n) * d(n-1))/( b(n) - a(n) * c(n-1));

% Now back substitute.
x(n) = d(n);
fori=n-1:-1:1

x(i) = d(i) - c(i) * x(i + 1);
end

Source: http://en.wikipedia.org/wiki/Tridiagonal _matrix_algorithm

Valide seulement pour des systemes matriciels tridiagonaux



Exemple 2

= Transfert de chaleur dans une tige avec convection a la paroi
(condition de flux)

On considere une tige de longueur L=b-a qu’on désigne par Q et qu’on représente
comme Ssuit:

Q

0 L
a b

Le probléme de transfert est gouverné par I'équation de Laplace et les conditions
aux frontieres suivantes:

2
—Kd-zr:OdansQ \ o
dx Probleme elliptique
T(x=a)=T,
_Kd_T — hW(T _Too)
dn| _,

K . conductivité thermique (W/m-K)
h,: coefficient de convection (W/m?:K)
T.. température ambiante (K)



On applique une discrétisation géométrique a l'aide de 4 intervalles (mailles):

® @ ® O

0
n —e ® ° ® o——> N
X, X, Xq X, Xs

Aussi, nous avons vu dans un exemple préecédent que nous avons sur les nceuds
internes la relation de récurrence suivante:

d°T| T,-2T,+T., B B B .
o I m —«(T,,—2T,+T,,)=0 pouri=2,3et4

Cette relation correspond a I'approximation centrée par différences finies du
laplacien.

Traitement des conditions aux frontieres
Au point X, hous avons une condition frontiere de Dirichlet en température
Au point X5 nous avons une condition frontiere de flux de convection

Kd—T :—Kd—T =h,(T-T,)
dn X=Db

x=b dX

X
b dx

16



Or, en Xz nous avons T=T.. En adoptant pour la dérivée une approximation arriere
du premier ordre, O(h), I'expression de la condition de flux de convection selon un
schéma de discrétisation par différences finies se ramene a la relation:

—K (T5 ;TL‘) = hw(Ts _Too)

On rassemble les inconnues a gauche et nous avons:

K

hTS—hWT5+£T4 ——h,T

h W " o

Ou encore

TS(hW +5j—5T4 “h T,



Finalement, nous obtenons le systeme matriciel suivant:

2 -1 0 o (1,) [T, °

-1 2 -1 0 ) T3 | — 0 , Forme semi-
0 -1 ? -1 T4 0 compacte

0 0 - (%+h,)||Ts) |hT,)

Remarque: nous avons une équation supplémentaire par rapport a 'exemple
avec conditions de type Dirichlet-Dirichlet aux frontieres.

Question: Quel serait le profil de température si h,= 0? Si h,= o?



Exemple 3:

= Transfert de chaleur en régime transitoire

On considere une tige de longueur L=b-a qu’on désigne par Q et qu’on représente
comme sulit:

0 Q L

° ®

a b

Le probléme de transfert est gouverné par I'équation de la chaleur (ou 2¢™¢ |oi de
Fourier) et les conditions frontieres de type Dirichlet suivantes:

or 0T
pCpa—K 2 =0 dans Q2

T(t,a)= ]_;1:., (extrémité dela tige chauffée)  propieme

I .
'T'(¢,b) =T,, (extrémité de la tige chauffée) parabolique

1(0,x)=1,, xe)(conditions initiales)

0. masse volumique (kg/ms3)
C,: capacite calorifique (J/kg-K)
K. conductivité thermique (W/m-K)



= On expose ci-apres la démarche pour résoudre ce probléeme a 'aide de la méthode
des différences finies en espace et d'un schéma explicite d’Euler en temps vu
précédemment.

On divise le domaine en N intervalles de longueur h et le temps en M intervalles (ou «
pas de temps ») At :

=M1 + o—% .
T B : : A :
E 5 I | | : | |
s b t=2 e o ,—%l 0
*2 E At
c = _
o t 13 ? 3—%7

t = indice en temps Xp=a=0 Xny=L=Nxh=b

| = indice en espace 50



= Nous cherchons maintenant une solution approximeée pour T(t, x) Soit:

indice en
’,-\ltemps
1',‘;{:' avec:
; . = B} T,et T, connus, V t
o indice en I 1,2,...,N 1<}={ 0 N u
espace - t=12,...M G TO connu, V i

= On remplace maintenant les dérivées partielles par les approximations choisies:

02T T/, —2Tf +TH,
ox?| h?

Lt

oT T —Tf , .
~ schéma explicite d’Euler

dt it At

21



Le probleme devient alors :
Diffusivité thermique

a
t+1 t = t X X
T =T KT 2T+ Tisq _
At opgy R

At
Tit+1=Tl~t + a— (Tl-t+1 — ZTit + Tit_l) pour i=1,2,.., N-1

Question : comment résout-on?

Réponse: on marche en temps a partir de la condition initiale T = T,. Pas besoin de
résoudre de systéme linéaire car c’est une methode explicite!

L’erreur commise varie en O(h? + At).

Question : ce schéma explicite est-il stable ?

22



= Question : ce schéma explicite est-il stable ?
Rappel:

= Vérifions ensemble... Xit+1 =G Xit
*

Coefficient d’'amplification

T =Ty + “_( 1 — 2T +T,)

Ti*1=(1 - 2025 T + a o7 (T + TE4)
\ J
v

Stable sans oscillation si :

Stable avec oscillation si :

Instable si :

At ,'/ Aty 1 Stable sans
1-— zaﬁ >0 ‘\fx ﬁ/;( 2 oscillation

Nombre de Courant diffusif

23



= Question : Que se passe-t-il maintenant si...on remplace les dérivées partielles en
temps par 'approximation arriere (schéma implicite) suivante:

02T Tl+1 — 2T + TE,

d0x?|. h?
a_T icite d’Euler
dtt
P
G_T schéma implicite d’Euler
dt|.
t t—1 t t t
I —T; i3 =21 +T2, 0
a > =
At h
On a de facon équivalente en faisant le changement d’indicet > t+l ett-1 > t:
Tit+1_Tit Ti€|-+11 2Tt+1 +Tt+1
a =0

At h*



On a de fagcon equivalente:

t+1 t t+1 t+1 t+1
i -1 it -2ttt 0
04 > =
At h

On réarrange:

hz(Tit+1 t) . aAt( t+1 ZTit+1 1 Tit_+11) =0

—alAt TH 1 + (W% + 2aA0) T — aAe TH = h2T}
pour /=1,2,., N-1

On obtient ainsi un systeme linéaire de taille N-1 a résoudre au temps t+1 (cf.
transparent suivant). C'est une méthode implicite inconditionnellement stable.

= |’erreur commise varie aussi en O(h? + At).

= || existe des méthodes inconditionnellement stables dont I'erreur varie comme
O(h2+At?). Une de celle-ci est la méthode de Crank-Nicolson (voir cours précédent
surles EDO) ...

25



Méthode (equivalente) :

. T aTm — 2fly FE _or| T =T
] 2 T
0x G h ot G0 At
t+1_mt t t
Iy =T; "‘“_( Thq — 2T +TE)
schéma explicite d’Euler
. 02T . TH L oLy Eff' oT T =T
2| . 2 e
B+ h ot iE+10 At
Tt+1_Tt + a_ lt;|_+11 ZTit+1 + Tt+1

—aAt T + (h2 4 2aA) T — aAe TH = h2TY

schéma implicite d’Euler

26



Méthode présentée dans le cours pour le schéma implicite

0°T
a —

. fE — 290 L T
dx?

Q

Tit _ Tit—l

2
s h ot

~y
~y
Y
l
S

it
N
On a en faisant le changement d'indicet > t+l ett-1 > t:

Tt+1_Tt + a_ lt++11 ZTit+1 + Tt+1

Méthode (équivalente) :

At

. aZ_T N r[fl,t+-|;f1 , G_-_L + t:-_I-Ii " 9T N Tit+1 _ Tit
2| . 2 e
i1 h ot if+1 At
Tt+1_Tt + a_ lt;|-+11 ZTit+1 + Tt+1
—aAt T + (h2 4 2aA) T — aAe TH = h2TY

schéma implicite d’Euler

27



Construction du systeme matriciel linéaire a I’itération en temps (t+1) pour le transfert de
chaleur en régime transitoire aux conditions frontiéres de Dirichlet

pour /= 1,2,.., N-1

—aAt THH! +(h2+2aAt)Tt+1 alAt TF = k2T
\_'_I I \_'_I \_'_I

. e

A B 0 0 000 0 07|per| [ Co=BTa”
B A B 0 0 0 0 0|2 C,
0O B A B 0 0 0 0]||lTs Cs

t+1
0.0 B A 0.0 00 T4: : C, .
0 0 0 O A B 0 0 T+l Crs compacte
O 0 0 O B A B 0 Tlflté Cn—3
0 0 0 0 0 B 4 Bl Cos
0000 oo & ally lo, -,

N-1

On devra résoudre ce systeme autant de fois qu’il y a d’itérations en temps (c-a-d M fois) pour avoir
I’évolution du champ de température dans le temps entre 0 et (MxAt) secondes. )8



—aAt THH] +(h2+2aAt)Tt+1 alAt TEYY = h2T!

! | — —
B B C,
T0t+1'T
1 0 0 0 O 0 0 0 0 0f7|Ti? A
B A B 00 0 0 0 0 0]+ Cl
0 B 4 B 0 0 0 0 0 0|fne 2
0 0 B A B 0 0 0 0 0}f’3 Cs
g°¢ "5 0.0 00 0jfs Ca Forme non-
00000 A B 0 0 0freet]| |cy,| compecte
0 0 0 0 O B A B 0 Offpe+1| [Cy-s
00000 .. 0B A B O c,
0 00 0O 0 0 B A B||Tvz2 Cos
0 00 0 O 0 0 0 o0 ITyEY| | 7
T+ b
N

Systeme matriciel équivalent au précédent
29



Méthode de Crank-Nicolson :

schéma implicite d’Euler

schéma explicite d’Euler

Tit+ 1 _Tit o Tlt-l-+11 2Tlt+ 1 Tlt +11 B O
At h*
t+1 t +
T/ —T; aT‘“ 2T +T — 0
At h?
Tit+1 Tlt _la Tit-|-+11 2Tt+1+Tt+1
At 2 h?
1 Ti€|-1_2Tit+Tit—1 0
—la -

= L’erreur commise varie aussi en O(h?+At?).
= Schéma stable inconditionnellement.
= Reésolution d’'un systeme linéaire a chaque pas de temps: la matrice est

tridiagonale donc la méthode de Thomas peut €étre utilisée.

30



Autres schémas numériques (suite): RAPPEL d u
 Schémas avec discrétisation du terme source (suite):
(suite) cours 2
— Adams-Moulton @

;@X+ (9F.—19F—5F1 +F_,) (ordre 4)

* Schémas prédicteur-correcteur :

— Schémas plus précis car ils utilisent un
1. Prédiction:

schéma explicite pour obtenir une
approximation de F,,, dans le schéma
implicite

X=X+ Atf(¢, x)

2. Correcti(ﬁ:‘

R
X, 1=X T %At(f( X) -+ f( 1 1+1)) (Crank-Nicolson)

1

ou
X=X+ At£(t, X14) (Euler implicite)

Attention: dans cette partie du cours les itérations en temps étaient écrites en indice
(/) et non en exposant (t) comme maintenant.
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Exemple 4:

= Transfert de chaleur adiabatique en régime transitoire

On considere une tige de longueur L=b-a qu’on désigne par Q et qu’on représente
comme sulit:

0 Q L

° ®

a b

Le probléme de transfert est gouverné par I'équation de la chaleur (ou 2¢™¢ |oi de
Fourier) et les conditions frontieres de type Dirichlet et Neumann suivantes:

oT 0T
oC ——x——=0dans Q
0 Kaxz

EQT (t,a) = 0, (extrémitéde latigeisolée)

T(0,x)=T,, xeQ(conditionsinitiales)

0. masse volumique (kg/ms3)
C,: capacite calorifique (J/kg-K)
K. conductivité thermique (W/m-K)



On expose ci-apres la démarche pour résoudre ce probleme a 'aide de la méthode
des différences finies en espace et d’'un schéma explicite d’Euler en temps vu
précédemment.

On obtient aux nceuds internes la relation de récurrence suivante (cf. exemple
précédent):

At
T =T + a1z (Téy — 2T + T,) pour /= 1,2,., N-1

Question: Comment prend-on en compte la condition de flux nul (condition
adiabatique ou condition de symétrie) ?

Réponse: Comme une contrainte a inserer dans le systeme d’équations de
recurrence.

Le schéma de Gear permet d’approximer la dérivée par un schéma avant d’ordre 2,

O(h?), comme suit :
. o ~Tfyp + 4Tf 1 — 3T/ — 0
dx ; 2h

L

On obtient alors la relation suivante;

pour /=0 : —T}+4T{ — 3Tt =0



On obtient alors la relation suivante:

pour /=0 : —T:+4Tf —3T¢ =0

Ou encore
T = 3(4Tf — T)

En remplagant I'expression de T¢,dans I'équation de récurrence pour i=1, on obtient le
systeme d’équations suivant:

At
i = T{+a— (T; — 2T{ + Tg)
pour /i=1: e
" A t
et
At
pour />1: TS =T + a-—z (Tfa —2Tf +T2,)

Ne reste plus qu'a marcher en temps (schéma explicite) a partir de T(t=0,x)=T, pour
obtenir la solution pour tout t et x.



= On expose ci-apres la démarche pour résoudre ce probleme a 'aide de la méthode
des différences finies en espace et d’'un schéma implicite d’Euler en temps vu
précédemment.

= On obtient aux nceuds internes I'équation suivante (cf. exemple précédent):

At ’ J /
TfH1=T}f + a— f++11 ZTI“L+1 + T%H) pour /= 1,2,.., N-1

—alAt THY 4+ (R2 4+ 2aA) T — aAe TH = h2TY

= Pour la condition de flux nul nous prenons le schéma de Gear permettant
d’approximer la dérivée par un schéma avant d’ordre 2, O(h?), comme suit :

oT —Tt + 4Tk — 3T
d0x ~ 2h

[,t+1

=0

On obtient alors la relation suivante:

pour /=0: —Titl 44Tttt 3181 =0



Nous avons donc:

pour /=0 : —Til 447 3T =0
et ,
pour 7/ =1,N-1:
—aAt TS + (h2 + ZaAt)T”l alt TH = h2T}
| | — —
‘Tt+1'
-3 4 -1 0 0 0 0 017[pe+1 0
B A B 0 00 0 021, €y
0 B A B 0 0 0 0|2 C,
0 0 B A 0 0 0 O (|7 Cs Forme
: : : — : semi-
0 0 0 O A B 0 0 Ti+L Cyna compacte
0 0 0O 0 0 B Al | Low-a = BT,
N-1
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Nous avons donc;

pour /=0: —Titt 44Tttt 3181 =0
ot pour / =1,N-1:
—alAt TEH! +(h2+2aAt)Tt+1 alAt Tf = h2T}
— | — —
: R
Tg+1'
-3 4 -1 0 0 00000Tf+1CO
B A B 00 0 0 0 0 Offpgerf | 1
0O B A B 0 0 0 0 0 0+ 2
0 O B A B 0 0 0 0 O 3 C3 Forme non-
Tt+1 C
O 0 O B A 0 0 0 0 0 4. _ .4 Compacte
000 0 0 A4 B 0 0 oflrert| [cyy
00 0 0 0 B A B 0 0||lpe+1]| [Cy-s
0 0 0 0 0 0 B A B 0|72 |cv_,
00 0 0 O 0 0 B A B||TvZ2 Cyos
0 00 0 O 00001T,$t11T
T]6+1 b

Systeme matriciel équivalent au précédent (forme non-compacte) -



Exemple 5

= Transfert de chaleur dans une plaque (probleme en 2D) :

On considere une plaque de dimensions L, x L, que I'on désigne par Q) et qu’on

représente comme suit:

(LoL,)
oL, v

(0.0) (L,0)

= Le probleme de transfert est gouverné par I'équation elliptique et les conditions

aux frontieres de type Dirichlet suivantes:

—kV2T = 0 dans Q
T=T,surl

= K: conductivité thermique (W/m-K)
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Nous allons résoudre ce probleme a l'aide de la méthode des différences finies

= On divise la plaque en sous-domaines a I'aide de divisions en intervalles de taille Ax
et Ay le long des axes x et y, respectivement. Pour fixer les idées, considérons la
division (c-a-d le maillage) suivante:

(O,L,
Ay I

Noeuds rouges
correspondent
aux inconnues

Prenons les conditions
frontieres suivantes:

1 siy=0
Foce, y» = {0 sinon

T ;est une approximation de 7(x,y;)

<
~
o
o
—
A
v

(L0)

X Ax

= On remplace le laplacien par des schémas de différentiation d’ordre 2:

T T = 2T+ Tiq
0°T  0°T 0%l (Ax)?
V2T = —4+ —=0(0  avec
d0x*?  0y? T Tijea — 2T+ Tij
ay?|. . (Ay)?



= |l est courant de prendre Ax= Ay = A.

T Tiyr,j = 2T+ Ticq
02T 02T x|, he
Vil = —+4+ —= 0 avec
axz ayz aZ_T - Ti,j+1 - ZTL’] + Ti,j—l
dy? iy h?

= Le probleme devient donc:

pour /=12 et;j=1,2:

—Tij4q;+4T ;T ;=T ;- 1—T;j:1=0

= Ceci constitue une approximation a 5 points:

,(XiIYj+1) On peut montrer que I'erreur est
| donnée par:
oY) 2y (Xir 1))
i S R2[0T(£,0) | 9*T(£,0)
| + V(.9 € Q

| 4 4 )
L(Xi'Yj-l) 12 0x dy
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—Tij4q;+4T ;T ;—T;i-1—T;j:1=0

Pour i =1 et j =1, nous avons donc:
—Tyq + 4T —Toq —T19=T12,=0

_Tz’l + 4‘T1,1_T1,2= T0,1+T1,0= O + 1 — 1
Pouri =2 et j =1:

T34 +4T51 =Ty 1 —T30=T2,=0

4T2’1 — T1’1_T2,2: T2,0+T3,1: 1 + 0=1
Pouri=1etj=2:

—Tpp + 4T 5, —Top —T11—T13=0

_Tz’z + 4T1’2_T1,1: TO,Z +T1,3= O + O —_ O
Pouri =2 etj=2:

T3, + 4T, =11, =T 1—T53=0
4‘T2’2 — T1,2_T2,1: T3,2 +T2’3: 0 + O — O
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= Construisons le systeme matriciel sachant que:

0 _T2,1 + 4T1,1_T1,2: 1 9 _Tz,z + 4T1,2—T1,1= 0
@ 4Tz,1 — T1,1_T2,2= 1 9 4Tz,z —T1,—T1,,=0

4 -1 -1 o |[Tu] v
1 4 0 -=1]|[T21
-1 0 4 -1||r,
0 -1 -1 4l|r,,| lo

QB®0C

Résolution: par une méthode directe si la taille du "
systeme n’est pas trop grande ou par une méthode i
iterative comme celle de Gauss-Seidel ou du gradient
conjugué. On obtient des matrices dont la largeur de =
bande est petite. Il existe des algorithmes qui exploitent ”
cette propriété pour sauver de 'espace mémoire et du
temps calcul. oo r T

Figure 8.7. Structure de la matrice associée au schéma & cing points en
ordonnant les inconnues selon 'ordre lexicographique



Différents types de conditions frontieres (ou conditions aux limites):

I
1. Condition frontiere de Dirichlet:
7(0,¢) = T, = constante T, 0
F—x
\\
2. Conditions frontieres de Neumann:
q'\'”_"'
a. Flux constant: ‘ ™ —_
oT -
—K— = q; = constant _
oxl x=( >
b. Flux nul (condition adiabatique et de B
symeétrie): Itx, 1
o =0 -
oxl x=() o -
T(O,Lr}\
"“H-h_\_g
3. Condition frontiere de Robin (flux de convection): T h
aT D _
Ko = h(T,, — 7(0,9) T T T e
x=0

(adapté de Bergman et al., 2011)
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Remarques sur la méthode des différences finies
Permet de résoudre une variété d’EDP:

« elliptique (probl. stationnaire de diffusion): aV?U+f =0
- parabolique (probl. instationnaire de diffusion): i aV?U+f =0
 hyperbolique (probl. instationaire d’advection): aa_U —v-VU+f=0
* mixte transport (probl. instationnaire aUu t

2 _
d’advection-diffusion): FTi (- VU+aV°U)+f =0

* Avantage: tres simple a implanter, notamment pour générer la grille de calcul,
* Inconvénient: mal adaptée aux geométries complexes.
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