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Plan de cours

Semaine Date Séance MNotes Sujet
2 Mercredi 8 Jan 1 EDP
2 Jeudi 9 Jan 2 EDP
3 Mercredi 15 Jan 3 EDP
3 Jeudi 16 Jan 4 Départ Devoir 1 (EDP) EDP
4 Mercredi 22 Jan 5 EDP
4 Jeudi 23 Jan 6 TD#1
5 Mercredi 29 Jan 7 Remise Devair 1 (EDP) Intro
5 Jeudi 30 Jan 8 Intro / EDO
b Mercredi 5 Fév 9 Partiel 1 (EDP) _
6 Jeudi 6 Fév 10 EDO
7 Mercredi 12 Fév 11 Départ Devoir 2 (MDF) TD#2
7 Jeudi 13 Fév 12 MDF
8 Mercredi 19 Fév 13 MDF
8 Jeudi 20 Fév 14 MEF
9 Mercredi 26 Fév 15 TD#3 (LAB-MDF)
9 Jeudi 27 Fév 16 MEF
10 Mercredi 4 Mar Relache
10 Jeudi 5 Mar Relache
11 Mercredi 11 Mar 17 Remise Devoir 2 (MDF) TD#4 (LAB-MEF)
11 Jeudi 12 Mar 18 Partiel 2 (EDO-MDF-MEF)
12 Mercredi 18 Mar 19 Données exp.
12 Jeudi 19 Mar 20 Départ Devoir 3 Données exp.
13 Mercredi 25 Mar 21 Bilans
13 Jeudi 26 Mar 22 TD#HS
14 Mercredi 1 Avr 23 Bilans
14 Jeudi 2 Avr 24 Opt./Rec.
15 Mercredi 8 Avr 25 Remise Devoir 3 Opt./Rec.
15 Jeudi 9 Avr 26 TD#E




Equations différentielles ordinaires avec conditions initiales

« Comment résoudre une équation différentielle ordinaire du type :

dx Probleme de Cauchy

— = f (&, x(1)) oy

dt probléeme de valeur initiale

pour laquelle x (¢=0) est connu.

e Utilisons un exemple :

— Soit le réacteur semi-continu suivant

— La réaction qui s’y déroule est donnée par :

r
A—B

r=kC, [=]mol/(l.s)

— Initialement, le réacteur contient un volume connu égal a V,d’un liquide inerte.
— Le bilan de matiere non stationnaire sur A s’écrit donc :

entrée — consommation + génération = sortie + accurgulation
n
0 — kG, V() + 0 = 0 + d—t“‘



Equations différentielles ordinaires avec conditions initiales

« Comment résoudre une équation différentielle ordinaire du type :

dx Probleme de Cauchy

— = f (&, x(1)) oy

dt - probléeme de valeur initiale
pour laquelle x (¢=0) est connu.
Qo [=] 1/s
« Utilisons un exemple : C 40 [=] mol/l

— Soit le réacteur semi-continu suivant l

— La réaction qui s’y déroule est donnée par :

A—T>B

r=kC: [=]gmol/(l-5)

— Initialement, le réacteur contient un volume connu égal a /,d’un liquide inerte. On
alimente le réacteur d’un réactif a un débit ¢,avec une concentration C,

— Le bilan de matiere non stationnaire sur A s’écrit donc :

entrée — consommation + génération = sortie + accur:ilulation
n
QoCao — kCE2VR() + 0 = 0 + d_:



Ici,

— n,=CxV, [=] mol

— dn,/dt [=] mol/s
Le bilan peut se réécrire :
2
% = QOCAO _ knA
dt Ve (1)

(1)

Un bilan de masse sur tout le réacteur permet d’éliminer 'augmentation du
volume dans le temps causé par I'ajout de réactif. Le bilan donne :

a
dt

(pV, )= pQ, aveccomme condition initialeV,(0)=V,

Avec I’hypothese que la masse volumique p ne change pas en raison de |'ajout et

de la réaction, on obtient :
d

dt
'équation (1) plus haut devient alors :

2
an, _ Q,Ch __kmy
dt V, +Q,t

et

(VR): Qo — Vi =V, +Qot

laquelle n,(0)=0



Avec les valeurs suivantes :

— C,p=1gmol/l
— k=0,11/(gmol - s)
- Q,=101/s
— V,=501I
On obtient la forme :
0, _1o- 0 (g
dt 50+10t

avec n,(0)=0

On a donc bien un probleme de la forme :

dn,
—2 = f(t,
= f(tn,)

Comment résoudre?



Développement en series de Taylor

X —4d)lC x—BE
Fx) = fla) + X4y (x—3)

d?f

TR AT

dxz(a} T

n!
n=()
Exemple sur une fonction simple:
_ df  f(t+ At) — f(1)
1 ~
f(f} =T dt At
df 13 df _(t+Ar)'—(»)°
— = At ~=

dt drt At

(x —a)? d*f

3

dx3

(a) + ...



La precision depend du choix du pas de temps ...

Autour du point t = 3 la dérivée vaut :% = 4% = 108

—s— Dérivée par Euler explicite

1351 Solution analytique

130 ~

@(t=3)[s]

Valeur de

107 105 103 101
Pas de temps At [s]



Erreur commise sur ['approximation a t = 3 :
df\ _ |df f(t+At)—f(t)
e(qz) = lqr(3) — AT

101 ] —=— Valeur absolue de l'erreur

107 105 10-3 101
Pas de temps At [s]



Les deux expressions suivantes sont équivalentes :

C(t+ At)— C(r) dC Atrd*C At? d*C

At =0T Ot gm0 T
C(t+At)—C(tr) dC
A: =3 (t) + O(At)

La notation O indique que |'erreur est asymptotiquement dominée par un
terme d'ordre At. Donc lorsque le pas de temps sera faible, I'erreur sera

controlé par la valeur de At.

Donc diminuer At d'un facteur deux diminuera 'erreur d'un facteur deux.

10



L'exposant du terme dominant en At caractérise |'ordre de
convergence du schéma

® || existe des schémas ayant différents ordre n (ex : 1,2,3,4)
® Quand un schéma est d'ordre n, l'erreur e est : e oc At”

® (Cela revient a dire que
e(f) = CoAt" + O(At™ (41)
En négligeant les termes en O(,ﬁr”“) on trouve que :

e(f) = CpAt”
In(e(f)) = In(Cs) + nIn(At)

Donc, une régression linéaire en log-log nous donnera une pente qui
correspond a |'ordre de convergence de notre schéma'!

11



[
o
F

) 1n—1~;

— e(¥)=59.53At""

e(%)

10-7 10-5 103
Pas de temps At [s]

101
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Algorithme d’Euler explicite

Base: on exprime |la dérivée en temps par I'expression simple suivante :

dng| I ny(t + At) —ny(t) nyu(t+ At) — nu(t)
de |, At At - At

On peut alors obtenir I'équation de récurrence (Euler) suivante pour I'expression

(2) :

0,In,(t)
n,(t+At)=n,(t)+At| 10-—22| (3)
(5= 10- 90T
e Algorithme d’Euler explicite :
1. t=0,1,(0)=0
On calcule n,(t+A¢) avec (3)
On pose t= t+ At

B W

Retour a I'étape 2. si besoin

* Forme générale
— Pour dx
— = f(t,
A CRY
X(O):Xo

» Xi+1:Xi+Atf(ti’Xi)



Algorithme d’Euler explicite (suite)

— On peut montrer que l'erreur £ est donnée par :

_ M Atp pt—t
E=|x(t)—x;i| < 5T [e (¢, 0)—1]
avec
af‘ 0%x
L= max ‘— et M= max |5
telt,t] 0x telt, t/] at

t=ix At et x estl/approximation de x(t)
* Avantage:

— Simplicité

* Inconvénient :
— Précision d’ordre 1 en temps: E~ O(Af —> peu précis!
* Pour un x;fixé, I'erreur diminue avec At
* Pour Atdonné, l'erreur peut augmenter exponentiellement lorsqu’on s’éloigne de ¢,.

* Comment améliorer la précision?
— Runge-Kutta d’ordre 2
— Runge-Kutta d’ordre 4
— Méthodes faisant intervenir plusieurs pas



Méthodes de Runge-Kutta
* Ordre?2

0
1
2
3.
4
5

I=0ett, =0;x,estconnu
k=Atf(t,x)
X, =X +At f(t +At/2,x +k/2)
t,, =t +At
I=1+1
on retourneal.au besoin

d
X A an:f(tn’ Xn) = d); t
n.lXTl
........................................................................................... QI Erreur
:. commise
Xi+1
X=X,
PO i agEq, 5
- : >
t.l tj‘" Ai’/2 tHLI t

e QOrdre4

0.

oFr ~ W

I=0ett,=0;Xx,estconnu

k, = At f(t,x.)

k, = At f(t, + At/2, x. +k,/2)
k, = At f(t, +At/2,x +k,/2)
k, = At f(t, + At, x, +k;)

X, = X, +%(k1+2k2+2k3+k4)
t., =t +At

I=1+1

on retourneal.au besoin

d
X A an:f(tn' Xn) = d_); t x
........................................................................................... Erreur
Xi;(l ¢commise
4 dy
P
X; /':/33
x =
X=X,
P i a,=a H
tf ti+ At/z tHLI t
At 15




Euler explicite

X

Erreur
commise

16



Euler explicite — réduction du pas de temps

Erreur
commise

y t.,; Lir2 f
< At - At

Vv

17



Runge-Kutta d’ordre 2

Xit1

1

Erreur
commise

18



Runge-Kutta d’ordre 4

Erreur
T
i+1 $commise
X :
4 : ay,

%(a1+2a2+2a3+a4&
X3 /:'/a

3

19



Application des méthodes RK2 et 4 a I'exemple du réacteur semi-continu

RK2 .
0. 1=0ett_,=0;n,,,=0
N 2
1. k=At|QC, —— 20O
[QO & V0+Q0ti]
kin,,.. +k/2
2. X=X +At|QC, — (A‘” 2
V, +Q,(t, +At/2)
3. t., =t +At
4, I=i+1
5. on retourneal.au besoin

|

C. —
QOAOVO

C. —
QOAOVO

N =0

B ”i(.)
bV +Q,At

k(e +ki /2
+Q, (’[i +At/2)

k(M +ko /2 |
+Q, (t, + At/2)

k(P + ks f ]

; _Vo +Q(t +At)

X, = X +%(k1+2k2 +2k, +k,)

Ordre 4

0. i=0ett,=0
k, = At {QOC
k, = At

1. _
k, = At
k, = At [QOC

2.

3. t, =t +At

4. 1=1+1

5. onretournea

1.au besoin



Comparaison de la prédiction

300

250

200

n, (gmol)
o
o

100

50

.,.-l"'—".ﬁl
o |
._..l.
...’-‘,.__
e |
ool
t"*!r
oo
'..lﬂ
]
| ..H
..--i'
]
l.'i'
A Euler; At=10s
" Euler: At=5 s
——Euler; At=1s
m RK2; At=5s
O RK4; At=10s
[ [ [ [
0 20 40 60 80 100
Temps (s)
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Ordre de précision du schéma d’Euler explicite

100.00
y=1. 9482x.%,%f*_3_;
.-® R2=0. 9996....
S y=1. 0998)51 0927
o0 | P
- ° s
= Lo T
:g P y = 0. 5375'(1.0954:3
< - R? = 0.9986
| ¢
i
T 1.00 'E £~ O(A
b $ ®1t=20s
- ®t=40s
t=60s
®t=80s
0.10
' 10

At [s]
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Algorithme d’Euler implicite

* Base: on exprime la dérivée en temps par I'expression simple suivante :

dnA
dt

na(t) —ny(t —At)  ny(t) — ny(t — At)

= 1m
. At—0 At At

* On peut alors obtenir I'équation de non linéaire suivante pour |'expression :

a t fixé et connu =2
On connait a,b,c

0,1n,(t + At)?
50 + 10(t + At)

ny(t + At) = ny(t) + At [10 —

=a+b|10 L
r=a 50 + 10c
[ 0,1x2 B
x—a 50 + 10c|
F(x)=0

On doit donc potentiellement résoudre une équation non-linéaire a chaque pas de temps



Exemple de méthode pour résoudre une équation non linéaire

Méthode de Newton

x=xY
— s ) _ 0 _F (x?)
F'(x?)
“I[Hl] _I{E}H <ge
OB

Faiblesse de la méthode d’Euler implicite : on doit résoudre une équation non-

linéaire a chague pas de temps si F est non-linéaire
Avantage de la méthode d’Euler implicite : Plus grande stabilité = pas de restriction

sur At



Autres méthodes de resolutions des équations non-linéaires dans :

Alfio Quarteroni
Fausto Saleri
Paola Gervasio

CALCUL SCIENTIFIQUE
- i I® A g
- 4
\%
Cours, exercices corrigés

etillustrations
en MATLAB et Octave

@ Springer

Chapitre 2
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Autres schémas numériques :

* Euler explicite:

X1 =X+ At£(4, x)=x + AtF,

. EuIe Solution obtenue par la
résolution d’un

@: Xi+ AtF@/ probléeme inverse

e Schémas avec discrétisation du terme source:
— Adams-Bashforth (explicite):

X=Xt A7t(3 Fi—Fi_y) (ordre 2)

%=X+ 5L (55 F,—59F,_, +37F_,— 9F_,)

1

(ordre 4)

26



Autres schémas numériques (suite):

* Schémas avec discrétisation du terme source (suite):
— Adams-Moulton

Xi + %AZ’(Fi + (ordre 2 — Crank-Nicolson)
@X + (9 U— 19F, —5F_ +F._) (ordre 4)

* Schémas predicteur-correcteur : Schémas plus précis car ils utilisent un

1. Prediction: schéma explicite pour obtenir une
~ _ approximation de F,,, dans le schéma
Xi+1 =4 + Atf(ti' Xi) implicite
). Correction:™
. Correction: w
— 1 & _Ni
X4y =X+ AL (£(6, %) + £(641,%,,))  (CrankeNicolson

ou

1+1_X+ Atf( i+17 1_|_1) (Euler implicite)

27



Autre exemple : Les matériaux granulaires dans lI'industrie

Pharmaceutical Industry Catalyser — Chemical reactors

Mineral powders

28



Autre exemple: Discrete Element Method (DEM)

Mélange solide-liquide

X
-_—

) 4o 4 =3 .
Cimmms . ./

8
:
s

g HFF-F——-’
o i .\'
I /)

..
-
B

T WEY W
“~ o'l

tb
w i

Vidange de silots
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Principe de la DEM (pour votre information)

d°x.
i —
m, d r._"-' _ Ffomf.f _ thd}'odvmmic.f + Fb

Acceleration

Euler explicite

V&m . ‘V}t
i i
Fﬁ‘rﬁ At _ mef.i
f+Af t
X. —X. ¢
i i —y
Af I

ody.i

+ K

contact .i

+F,

ong-—range.i

Core of the DEM

Probleme : Euler
excplicite n’est pas
sympléctique
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Principe de la DEM (toujours pour votre information)

m. L=F

i df: total i ~—

Acceleration

Momentum

ong-—range.i

+ K

contact .i

Core of the DEM

1 ¢ 855
£y &

0 3 e,
B £y

» &5 P

vdrodynamic.i T Fbcd}f.ri
2-
_ o i
AR &
: e
N
<7
14 m ﬁ
-2 T T
-2 -1 ]
Position

Momentum

&
g
o

o dy

<>{3‘C3

>
1
2y

&

T
-4 -3

T T T
-2 =1 o]
Position

T
1

2

T
3

1
a
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Principe de la DEM (encore pour votre information)

I
mi dfz _mei'.r'

=Fh

Acceleration

Euler explicite

vdrodynamic.i

+F,

X

+ K

ong-—range.i contact .i

Core of the DEM

Verlet
At Af
t N r_T fotal .i
vibzvi*+ﬁr :
Hm m;
t+At § TN
i :¥+Aﬂ*
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Schéma explicite vs. Implicite (a retenir !!!)

= Un schéma est dit explicite lorsque le champ d’intérét (p.ex. la température),
peut étre calculé au temps t + At a partir de la valeur du champ exprimée au
temps t.

= Un schéma est dit implicite lorsque ce méme champ d’intérét est calculé au
temps t + At, au moins en partie, a partir de la valeur du champ mais ici exprimée
non plus a t mais a t + At. Ce type de schéma requiert potentiellement la
résolution d’une équation non-linéaire.

Type de schéma

Explicite = Facile a programmer = Stable sous condition
(marche en temps)
= Précis (selon 'ordre)

Implicite ® |nconditionnellement = Systeme potentiellement
stable non-linéaire a résoudre
= Souvent moins précis

33



Notion de stabilité

e Stabilité d’'un modele physique

Un probleme est dit chaotique si une petite variation des données initiales entraine une
variation totalement imprévisible des résultats. Cette notion de chaos, liée a la physique
d'un probleme, est indépendante du modele mathématique utilisé et encore plus de la
méthode numérique utilisée pour résoudre ce probleme mathématique. De nombreux
problémes sont chaotiques, par exemple la turbulence des fluides.

e Stabilité d’'un modele mathématique

Un probleme est dit tres sensible ou mal conditionné si une petite variation des données
ou des parametres entraine une grande variation des résultats. Cette notion de
conditionnement, liée au probleme mathématique, est indépendante de la méthode
numeérique utilisée pour le résoudre. Pour modéliser un probleme physique qui n'est pas
chaotique, on construira un modele mathématique qui sera le mieux conditionné
possible.

* Stabilité d’'une méthode numérique

Une méthode est dite instable si elle est sujette a une propagation importante des
erreurs numériques de discrétisation et d'arrondi. Un probleme peut étre bien
conditionné alors que la méthode numérique choisie pour le résoudre

est instable. Dans ce cas, il est impératif de changer de méthode numérique. Par contre,
si le probleme de départ est mal conditionné, aucune méthode numérique ne pourray
remédier. |l faudra alors essayer de trouver une formulation mathématique différente du
méme probléme, si on sait que le probleme physique sous-jacent est stable.



Instabilité du schéma Euler explicite et choix du At

récurrent :

X1 =G x+
t

Coefficient
d’amplification

Ecriture générale d’un schéma

Stable sans oscillation si :

Stable avec oscillation si :

Instable si :

600

550 [
500 [
450 [
400 [
—_;- 350

g 300

<250 |
200 |
150 |
100 [

Euler explicite:

/\

——FEuler; At=50 s
~ —Euler; At=30's
~e-Euler; At=20's
—Euler; At=0.1s

50

100 120
Temps (s)

140

160

180

En déduire un At maximal afin
d’assurer la stabilité numérique du

schéma

200
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Lectures complémentaires

Alfio Quarteroni
Fausto Saleri

. | André.
Paola Gervasio

| Fortin

CALCUL SCIENTIFIQUE

f ‘f" b, \\\\._
F”E?/ L/‘ 7. ..«; ' ~@

Cours, exercices corrigés
etillustrations
en MATLAB et Octave

Analyse

numérique

pour ingénieurs

Quatrieme édition

@ Springer

Chapitre 7 Chapitre 7



