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Problemes de fonctions propres et méthode de séparation des
variables

1. On considere ’équation aux dérivées partielles suivante

2

U
2yu = 0.
x8x8y+ YU

En utilisant la méthode de la séparation des variables, trouver les équations différentielles
ordinaires (E.D.O) pour F(z),G(y) telles que u(z,y) = F(x)G(y) soit une solution de
I’équation aux dérivées partielles décrite ci-dessus.

2. On considere I’équation aux dérivées partielles

u(z,y) L ou(z,y)

u(z,y) + o oy

=0pour0<z<letO<y<Ll (1)

En utilisant la méthode de la séparation des variables, trouver les équations différentielles
ordinaires (E.D.O) pour F(z),G(y) pour que u(z,y) = F(z)G(y) soit une solution de
I’équation aux dérivées partielles (1).
3. La distribution de la température u(z,y) dans une plaque carrée [0,7] x [0,7] de métal
non homogene est donnée par 1’équation
Pu  0u ou
92 + 92 +28y =0.

La distribution de température satisfait les conditions suivantes:

T
u(x,0) = cos (as + 5)
ou(x,m)
Iy
u(0,y) =0 et u(my) =0

=0

En utilisant la méthode de la séparation des variables, trouver les équations différen-
tielles ordinaires (E.D.O) pour F(x),G(y) telles que u(x,y) = F(x)G(y) soit une solution
de ’équation aux dérivées partielles décrite ci-dessus. Donner aussi les conditions aux
limites associées a 1’équation différentielle ordinaire pour F(x).

4. Le déplacement vertical v(x,t) d'une corde de longueur L = 1 dans un milieu élastique
satisfait a ’équation aux dérivées partielles

v 9%

W:W+v,pour0<x<lett>0. (2)
x



La corde est fixée aux extrémités: v(0,t) = 0 et v(1,£) = 0 pour ¢ > 0.

v
La corde est mise en mouvement avec une vitesse initiale nulle E(m,O) = 0 pour 0 <

x < 1 a partir de sa position initiale
v(x,0) = ui(x) —uz(z) pour 0 < x < 1,
3 3

0 0<z<c,
1 c<z.

Soit v(z,t) = F(x)G(t). En utilisant la méthode de la séparation des variables, montrer
que la fonction F(x) satisfait au probléme de fonctions propres

F'"(z) — M\F(z) = 0;
F(0) =0 et F(1) =0,

ol uc(x) est la fonction échelon-unité de Heaviside définie par u.(z) =

et que
G"(t) — (A= 1)G(t) = 0,G'(0) = 0,
ou A est une constante de séparation.
5. Soit I'équation d’onde d’une membrane vibrante

Pu 5 (0*u  Ou
o = (5 * o)
En utilisant la méthode de la séparation des variables, trouver les équations différentielles
ordinaires (E.D.O) pour F(z),G(y) et H(t) telles que u(z,y,t) = F(x)G(y)H (t) soit une
solution de I’équation aux dérivées partielles décrite ci-dessus.
6. On considere I’équation aux dérivées partielles

5 0%u
T
0xdy

Trouver la solution générale u(z,y) pouvant étre obtenue en utilisant la méthode de la
séparation des variables.

+ 3y%u = 0 pour = > 0 et y > 0.

7. On considere I’équation aux dérivées partielles

ou Ou O

— 4+ — — =0 O<zr<letO<y<l. 3
or + oy + y8x8y2 pout * ¢ Y )

En utilisant la méthode de séparation des variables, trouver les équations différentielles
ordinaires satisfaites par les fonctions F'(z) et G(y) pour que u(z,y) = F(x)G(y), soit
une solution de I’équation aux dérivées partielles (3).

8. Trouver les valeurs propres et les fonctions propres associées aux problemes de conditions
aux limites suivants:

(a)
y"(z) — 29/ (x) + My(x) = 0 avec y(0) =0 et y(7) =0
y" () — Ay(x) = 0 avec y(0) =0 et y(L) =0

y"(x) + (1 + Ny(xz) = 0 avec y(0) =0 et y'(7) =0

y"(x) — Ay(z) = 0 avec y'(0) =0 et y/(L) =0
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(e)
YV +(1-=XNy=0si —1<z<1,avec y(—1) —y(1) =0, et y/(—=1) -3/ (1) =0
(f)
v +6y+(B5+Ny=0pour 0 <z <2, y(0)=0ety(2)=0
()
d*y

Ay =0powr0<a <z, y(0)=0, y'(F)=0

Série de Fourier

9. Déterminer la plus petite période (période fondamentale) des fonctions suivantes. Jus-
tifier votre réponse.

(a) f(z)=3—2cos (“{) + sin (3%”")

(b) f(z) = cos(rz)sin (?)

nmwxr )

(¢) f(x)=ap+ icos (?) + sin <T .
n=1

(d)fxx):-—1+-2am2(g)-+sn1(f).
Note: cos(2x) = 2cos?(z) — 1.

(z—1)71 i —2<x<0,
10. Soit f(z) = { (z4+1)7! si 0<xz<1, et f(x+4) = f(xr) pour tout z € R.
z ! i l<z<?2,

Définir la fonction f(x) en ses points de discontinuités x = 0 et £ = 1 pour que sa série
de Fourier converge vers f(x) pour tout z €] —2,2[.

11. Trouver la série de Fourier associée a chacune des fonctions suivantes:

(a)

2 i —2<z<0;
Fay=1"" o STSY o fa+4) = fx) Ve e R
0 si 0<ax<?2

* i —r<x<O0;
{e . =T et f(x +27) = f(x),Vr € R.

0 si O0Lz<m
12. Soit f(z) une fonction périodique de période 21/7 telle que
@) 1 si JrT <z <2ym
xr) =
0 si 2v/7m <z <3m.

Calculer la série de Fourier de f(z). Quelle est la valeur de la série de Fourier en x = /7?7
o0
nwx nm
13. Soit u(w,t) =z + Y Cysi C_J —( ),
oit u(x,t) :C—l—n:l nsin (—=Je

ou
Sachant que — (x,0) = = pour 0 < x < 2, déterminer les coefficients C,, pour n > 1.

ox
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14. Soit f(x) une fonction périodique de période 27 définie par:

. T T
T s1 — 5 <z< 5;
f(z) = T < 3T
T—x st 5 Se< o
. . om Im
(a) Tracer la fonction f(z) dans l'intervalle — 5y
(b) Calculer série de Fourier associée a la fonction f(z).

15. Soit f(x) une fonction définie par:

T si 0<x<1;
fx) = .
2 si 1< <2

Pour calculer la série de Fourier associée a la fonction f(x), on définit par prolongement
la fonction impaire, périodique de période p = 4 qui coincide avec la fonction f(x) sur

I'intervalle [0,2].

(a) Tracer sur l'intervalle [—2,6] le graphe du prolongement impair de la fonction f(x).
(b) Sans calculer la série de Fourier du prolongement impair de la fonction f(z),

trouver les valeurs vers lesquelles cette série convergera pour x = 3 et x = 101.

16. Soit une fonction définie par:

f(z)=1+2° pour 0 < z < 1.

On définit par prolongement la fonction impaire, périodique de période p = 2 qui coincide
avec la fonction f(x) sur l'intervalle [0,1]. Tracer sur 'intervalle [—1,3] le graphe de la
fonction vers laquelle la série de Fourier du prolongement impair de la fonction f(x)

converge.

17. Soit la fonction périodique de période P = 4 définie par le graphe suivant qu’on voit ici

sur 'intervalle —8 < < 8:

F1G. 1 — La fonction f(x).

Trouver la série de Fourier de f(z).
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18. Soit
f(w):{o S% —3<z<O0;
T+ 2 si 0<x <3,
et on suppose que f(z + 6) = f(x) pour tout =z € R.
(a) Trouver Sp(z), la série de Fourier pour la fonction f(z).
(b) Sachant que

7T 31— (-1)"
SF(63):Z+527712 :
n=1

déterminer la valeur vers laquelle cette série converge. Justifier votre réponse.

Equation de la chaleur

19. Résoudre
o _ou
ox2  ot’
u(0,t) =0 et u(L,t) =0 pour ¢t > 0;
u(z0)=1, 0<xz<L.

O<zxz<Lit>0;

20. Résoudre

O*u ou

—=4—, 0 2,t >0

922 ETR <z <2t >U;
u(0,t) = 0 et u(2,t) = 0 pour ¢ > 0;

u(x,0) = 2sin (?) —sin(7wz) + 4sin(2rz), 0<xz <2.

21. On considere le probleme de diffusion de la chaleur dans une tige métallique de longueur

L=1. 5 o2
8—?—8—;;:0, pour 0<z<lett>0
u(0,t) =0 et a—u(l,t):O, pour t > 0;
x

u(z,0) =z(1l —z) pour 0 <z <1.
Déterminer la température u(z,t). On demande une solution compléte ot chaque
étape est justifiée.

Note: z(1—=z)= i

n=1

2 . 81" }Sin<(2n—1)7rzc>'

[(Qn —1)373  (2n —1)%#2

Equation de Laplace

22. Trouver la solution du probleme suivant

2 2
v%:%jug—y";zo, dans]j::{(x,y) c0<z<L0<y<L);
7r
u(x,0) =0 et u(x,L) = cos (—) , pour z € [0,L];
L
ou ou

5y (0) =0 et = (Ly) = 0 pour y € [0,L].

Note: On demande une solution complete ol chaque étape est justifiée.
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23. La température stationnaire u(x,y) dans une plaque rectangulaire est solution du pro-
bleme suivant:

?u 0%

Viu = 922 + 55 92 =0, dans R = [0,a] x [0,b];
u(0,y) =0 et u( y) =0, pour y € [0,b];
u(z,0) =0 et Z sin ( ) pour z € [0,al.

Déterminer la température u(z,y).

24. Déterminer la température u(x,y). dans une plaque qui a la forme d’un rectangle comme
solution du probléme suivant:

u  0%u
92 T oy
u(0,y) =0 et u(2y) =y(2—y), poury € [0,1];
u(z,0) =0 et gy(xl) = 0 pour z € [0,2].

Viu = =0,dans R={(z,y) : 0<z<20<y<1};

N.B.: On demande une solution complete ou chaque étape est justifiée.

o0

32 . 2n — 1)
Note : y(2—y)zzmsm (%)

n=1
25. Trouver la solution u(z,y) de ’équation de Laplace dans la plaque carrée 0 < x < g,O <

y < 5 qui satisfait les conditions limites suivantes:

%oy —y(G-s) o<y
U<gy) =0810§y§§;
&—Z(m,O) —0510<a:<g,
k%(m%) :0si0§x§g;
Note: On demande une solution complete ou chaque étape est justifiée.
Indication :/05 Yy (g — y) sin(2ny)dy = %
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Réponses

Fllw) _ , Gly) _ oF'(w) = AF ()
1.z Flo) 2yG,(y) ANER = { 2wy + AC() =
)

—-1=2A2eR= (/) (1+)\F()
Gy) F(x) G (y) — AG(y) = 0.
" / I
3. Gly) + 26 (y) = F(x) = )\, ol A est une constante réelle de séparation
G(y) F(x)

e Le probleme en F(z): F"(z) + AF(z) =0, F(0) =0 et F(m).
e Le probleme en G(y): G"(y) +2G'(y) — A\G(y) =0, G'(7)=0.

Flz)  G"(y) F'(z) = AF(z) =0
4. Flo) = Gly) +1_)\:>{

G"(t) — (1 - NG(2)
e Les C.L. pour F(x) sont: v(0,t)

= F(0)G(t) = 0 = F(0) = 0 car G(t) # 0 et
v(1,t) = F(1)G(t) =0 = F(1) = 0.
e La C.L. pour G(t) est:

. B0 _o (0| G

gt (2,0) = F(2)G'(0) = 0 = G'(0) = 0 car F(x) # 0.

= + = A, ou A est une constante réelle de séparation. Donc
Hit) F(z)  G(y) )
e L’équation en H(t): H"(t) — NH(t) = 0.
F// G// 2F// _ F — O
Y B N g o SR
F(z) G(y) AG"(y) + (u— NG(y) = 0.
Fl
6. On a :1:2ﬂ = —3y° G/(y) = )\, ol A est une constante réelle de séparation. Ainsi
F(x) G'(y)
e L’équation en F(x): F'(x)

—A\F(z) =0= F(z) = Kie s.
3
e L’équation en G(y): —3y°G(y) — A\G'(y) = 0 = G(y) = Kse ~.

Dons la solution générale de 'EDP, par séparation des variables est u(z,y)

K
F/ /
7. On a (z) = _Ly)// = )\, ol A est une constante réelle de séparation. Ainsi
F(x) G(y) +yG"(y)

e L’équation en F(z): F'(x) — AF(z) = 0.
e L’équation en G(y): \yG" (y) + G'(y) + A\G(y) =

K

Donc la solution générale de 'EDP, par séparation des variables est u(x,y)

Apyds
€z A
(a) Les valeurs propres sont A, = 1 +n%n > 1 et les fonctions propres sont y,(z) =
Cpe” sin(nzx),n > 1.

2
(b) Les valeurs propres sont A\, = — (ngr) ,n > 1 et les fonctions propres sont y, () =
. [/nTx
C, sin (T) n > 1.

(c) Les valeurs propres sont A

om—1
yn(x)zcnsin< n2 :c> n>1
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2
(d) Les valeurs propres sont A\, = — (%) ,n > 0 et les fonctions propres sont y, () =
C), cos (?) ,n > 0.

(e) Les valeurs propres sont \, = 1 —n?7%n > 0 et les fonctions propres sont y,(z) =
Cy, cos(nmx) + Dy sin(nrz), n > 0.
2
(f) Les valeurs propres sont A\, = 4 + (%) ,n > 1 et les fonctions propres sont
nmwx
yn(z) = Cpe3 sin (%) n > 1.

(g) Les valeurs propres sont A\g = 0 avec la fonction propre yo(x) = Cp, et A, =
(2n —1)% ,n > 1 et les fonctions propres associées yn(z) = cos ((2n — 1)z) 0 > 1,

21 2 44
9. (a) La période fondamentale de f(x) est p = ppcm {%v%} = ppcm { 5’ 3} 4.

2 2
‘s 2 2m
(b) La période fondamentale de f(z) est p = ppcm — & (= Pppem {24} = 4.
2
2 2L
(c) La période fondamentale de f(z) est p = % =—mn>1
L n

L

21 2
(d) La période fondamentale de f(x) = cos(z) + sin (g) est p = ppcm {TW,TW} =
3
ppcm {27,671} = 67.
10. La série de Fourier de f(z) en

fON)+f07) (O0-1)'+0+1)" -1+1 _

e x = 0 converge vers Sp(0) =

2 N 2 2
0;
1t 1- 1+a+nt 1414
e x =1 converge vers Sp(l) = /( );f( ) = +(2+ ) = ;2 :2;

On devrait donc définir f(z) en x =0 et en z =1 par f(0) =0et f(1) = —
nmwx 2 . /nnx
e (15) = e ()

— = 1—e” ﬂ cos(nx i [(_1)716_# _ 1] sin(nx
(b) L=m et Sp(x) = — +§_:1 Oy Rty oy (n).

11. (a) L=2cet Sp(x _—+Z

TL

o
12. e L=+/met Sp(x :%"1'2 sm(n\/_a:)

e Comme f(z) est discontinue en z = /7, la série de Fourier de f(z) converge vers

iscontinne
soivm ~ IAN V) 041 1

2 22
13 8u( 0) 1+i0 nmw (mm:) Ny nmw 2/2 (mm:)d
. —(x,0) = —cos|— ) ==z — =aqa, = - zcos | — ) dx =
oz — "2 2 "2 "2 ) 2
A[(-1)" -1 8[(—1)" —
ST S T

14. (a) Le graphe de la fonction f(z) sur [—;,g] est illustrée a la figure 2.
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F1a. 2 — Le graphe de f(z) sur [—%T,%T}

. 4sin (M)

(b) La série de Fourier de f(x) est: L =7 et Sp(x) = Z 5 2
n=1

15. (a) Le graphe du prolongement impair de f(x) est illustrée a la figure 3.

sin(nx).

nam

—1 4

F1a. 3 — Le graphe du prolongement impair de f(z) sur [—2,6]

3
(b) e Comme f(z) est continue en x = =, alors la série de Fourier de f(z) converge

vers Sp <g> =f <g> =2.

e Puisque f(x) est discontinue en x = 101 = 4 x 25+ 1, alors la série de Fourier
1t 1~ 142 3
de f(z) converge vers Sp(101) = Sp(1) = /( )—;f( ) = —; =3

16. Le graphe du prolongement impair de f(z) est illustrée & la figure 4.

Y

s
e

F1G. 4 — Le graphe du prolongement impair de f(x) sur [—1,3]
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17. f(zr) =3z —6pour 0 <z <4et f(r+4) = f(xr) = p =4 et sa série de Fourier de f(x)

<12 . /nTx
est f(z) = z;ﬁsm (T)

n—=
(o)

18. (a) Sp(x) = ! + Z Sl — 1] Cos (mr:z:) + 2-5(=1)0" sin (mr:z:)

4 & n?m? 3 nm 3
(b) Comme f(x) est discontinue en z = 63 = 10 x 6 + 3, la série de Fourier de f(x)
fBH+fB7) _0+5 5
2 22

converge vers Sp(63) = Sp(3) =

o0
19. La solution est u(x,t) = Z e (F

o9 1y 5 -
u(:z:,t) = 4 Ze_(%> t 1 sin <(2n 1)7T.9;‘>'
n=1

T om—1

. /nTT
sin 7 ou encore

7\_2
20. La solution est u(x,t) = 2¢~ 7 'sin (%) et sin(mzx) + de—imt sin(27x).

e}
. 32 8(—1)" (=12 . [ (2n— D7z
21. Lasolution est u(z,t) = E [(271 EEpERe + @n = 1)27r2} e~ (5 m) tgin (f .

n=1
o
22. On a u(z,y) = Ko + ;Kn cos (n_za:) sinh (%) et u(x,L) = cos (%) = K| =
cos (”—Lx) sinh (%)
sinh(7)

——— et Ky = 0,K,, = 0 pour n > 2. Donc la solution est u(z,y) =
sinh(7)
20 2

. —a . /NTT\ . nmy
23. La solution est u(x,y) = Z ————sin ( ) sinh (—)
< n?m?sinh (nze) a a

. = 32 . [ (2n—1)my\ . (2n — 1)y
24. Lasolution est u(z,y) = Z Bn = 1) simh((@n = 1)) sin ( 5 sinh — )
n=1
o~ 14 (=1t
25. La solution est u(z,y) = Ko (:1; — g) _ Z 5 3+ ((1 ) ) cos(2ny) (e2n:c _ 62n(7r7;c)>'
ndr(l—e
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