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Directives : Vous avez deux heures pour compléter ce contrôle. La documentation permise est
une feuille manuscrite 8.5′′ × 11′′ (recto verso) préparée par l’étudiant. Une réponse sans
justifications se verra attribuer la note 0.

1. Questions rapides
Les questions a, b et c sont indépendantes

(

1

20

)

(a) Déterminer la plus petite période de la fonction

f(x) = π − cos

(

2x

3

)

+ sin
(x

2

)

.

Justifier votre réponse
(

1

20

)

(b) On considère la fonction définie par :

f(x) = 1+x, pour −1 < x < 0, f(−1) = f(0) = 0,5 et f(x+1) = f(x).

Calculer f(25). Justifier votre réponse
(

1,5

20

)

(c) On considère une fonction périodique de période p = 4 définie par

g(x) =

{

x+ 2 −2 ≤ x < 0;

2− 2x, 0 ≤ x < 2.

Trouver la valeur vers laquelle la série de Fourier de la fonction g(x) converge pour
x = −102

2. Soit la fonction h(x) définie par

h(x) =

{

1 pour 0 ≤ x < 1

−1 + x pour 1 ≤ x < 2.
(

2

20

)

(a) On définit par prolongement la fonction impaire périodique de période p = 4 qui
cöıncide avec la fonction h(x) sur l’intervalle [0,2].
Tracer sur l’intervalle [−6,6] le graphe de la fonction vers laquelle la série de Fourier
du prolongement impair de la fonction h(x) converge.

(
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20

)

(b) On définit par prolongement la fonction paire périodique de période p = 4 qui

cöıncide avec la fonction h(x) sur l’intervalle [0,2].
Tracer sur l’intervalle [−6,6] le graphe de la fonction vers laquelle la série de Fourier
du prolongement pair de la fonction h(x) converge.

(
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)

3. Soit la fonction v(x,t)

v(x,t) =

∞
∑

n=1

[Cn sin(nπt) +Dn cos(nπt)] sin(nπx)

1



On suppose que v(x,t) vérifie les conditions initiales suivantes

v(x,0) = 0 et
∂v

∂t
(x,0) = g(x) =











0 pour 0 ≤ x < 1

4

2 pour 1

4
≤ x < 3

4

0 pour 3

4
≤ x < 1.

Déterminer les constantes Cn et Dn pour n = 1,2,3, . . . .
(

4

20

)

4. Trouver les fonctions et les valeurs propres réelles du problème

{

y′′ + (1− λ)y = 0 pour − 1 < x < 1,

y(−1)− y(1) = 0 et y′(−1)− y′(1) = 0.

On demande une solution complète où chaque étape est justifiée.

(+1) Bonus Quelle est la plus petite période entière (c’est-à-dire p ∈ N
∗ = {1,2,3, . . . }) com-

mune aux fonctions propres obtenues?

5. On considère le problème suivant















1

2

∂2p

∂x2
−

∂p

∂x
=

∂p

∂t
, pour 0 < x < 1 et t > 0;

p(0,t) = 0 et p(1,t) = 0 pour t > 0

p(x,0) = 1 pour 0 < x < 1.

(1)

(

3

20

)

(a) Soit p(x,t) = F (x)G(t), en utilisant la méthode de séparation des variables, montrer
que la fonction F (x) satisfait au problème de fonctions propres

F ′′(x)− 2F ′(x)− 2λF (x) = 0, F (0) = 0 et F (1) = 0, (2)

et la fonction G(t) satisfait à l’équation différentielle

G′(t)− λG(t) = 0,

où λ est une constante de séparation.
(

3

20

)

(b) En vous servant des résultats obtenus en (a) et des indications ci-dessous, trouver
la solution du problème (1).
Note : Le problème de fonctions propres (2) a pour solutions

Fn(x) = cne
x sin(nπx) et λn = −

(

n2π2 + 1

2

)

,

où les cn sont des constantes réelles pour n = 1,2,3, . . . .

Indice : 1 =
∞
∑

n=1

bne
x sin(nπx), où bn =

2nπ
[

(−1)n+1e−1 + 1
]

n2π2 + 1
,n = 1,2,3, . . . .
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