ELE 6705
Traitement numerique

des signaux

Hassan Bensalah

Chap. 111 : Analyse de Fourier



Sujets abordeés

* Transformee de Fourier d’une séquence

Transformée Discrete de Fourier

Transformée Rapide de Fourier

Transformée Discrete de Fourier a court terme
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Transformeée de Fourier d’une séquence

* La transformée de Fourier consiste a I’analyse
frequentielle de signaux discrets.

» Etude de la réponse en fréquence d’un systéme
discret

x(n) " h(n) - y(n)

e x(n) = e/Wn

e y(n) = x(n) x h(n) = X2 o, h(k)x(n — k)
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ym = ) h)em

k=—o0
400
= g/Wn 2 h(k)e Wk
k=—o00

TF{h(n)} = H(e™) = z h(n)e—iwn

n=—oo

2T

1 . .
h(n) = %f H(e/")e/Y™ dw
0
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Remarque: H(e™) =H() |z = ejW( .

Relation avec la TF. d’un signal
%o (6) () . x, (1) = Z:xa(nT)é(t —nT)

n

Ko () Xo ()

z 5(t —nT)

21N

= 80 -=0)

n
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X.(Q) ——X (Q)*—Z5(

=—X (@*Z&(Q—T)

ZX @-=0

Utilisant la TF d’un signal échantillonne: x,(t)

+00 4o +oo
Xe(.Q) — J Z xa(nT)5(t _ TlT) e—jﬂt dt = z x(n)e—anT
—00 N=—00 N=—00
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O Fréquence angulaire par seconde(analogique)
w Fréquence angulaire (discret)

soit Q=—
T
+ 00
X(ejw) = z x(n)e Iwn
n=—oo

X(efW) _ Tz wo 21m
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Exemple. I: x,(t) =k
X(ejw) ?

x(n) =k

Inverse de TF. Nous donne:

2TC

1 o
x(n) = %f X(e™)e/"" dw
0

2T
1 . . .
x(n) = %f (XR(efW) +jX,(eJW))eJW" dw
0
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T

x(n) = % f (XR(ejW) +jX,(ejW)) (cos(wn) + j sin(wn)) dw

—TT

x(n) estréel. On garde alors juste la partie réelle
1 r . .
x(n) = 7 f(XR (eJW) cos(wn) — X,(efw) Sin(wn)) dw
x(—n) = x(n). La pariteé

Xg(e’") = x(0) + 2 2 x(n) cos(wn); X;(e/") =0
n=1
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X(e/") = x(0) + 2 2 x(n) cos(wn)
n=1

+00

+ 00
1
=k+2 z k cos(wn) = 2k (E + Z cos(wn)
n=1 n=1
sin (N + %) w
= 2k lim ¥
V=00 2 sin (7)

= Zﬂkz o(w — 2mn)
n
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Application de la formule suivante:

X(eJW) — Tz K — 21T_n)

Cherchons X,() D’apres le tableau de La T.F
X, (Q)= TF(x,(t)) = TF(k) = 2rk §(Q)

m™n

. 1 w2
X(e) =2 ) 2mké(z — =)
n
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Exemple. II:

x,(t) » A/N > x(n)
x,(t) = cos 1007t T
F, = 1khz

Analysons le spectre a la sortie de convertisseur  x(e/w)?

X,(Q) =TF(cos100nt) = nd(Q — 100m) + 5 (Q + 100m)

w  2Tn w  2Tn
X(e/V) = TE ( ( - - 100n> + 76 <? ——+ 100n>>
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1

Appliguons la relation suivante: §(Tw) = T s(w)
. i 1
jwy — — _
X(e )—n2<6(w 10 27m)+n5(w+10 27m)>
n
X, (Q) X(e/v)
4 A
T AT[
1011 joﬂ > [ [ I ‘ ‘*
Qrad/s —2m T 110 2 w
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Probleme : Interpolation

X, (1) > AN > x1(n)
/
Xa(s{) F, = 1/{ X, (e") = TZX K—Zﬁ—n)
NI A
—Qy Qx  Qrad/s -0, T 0 QxT w

w
. aVGCQ=F

Poly MTL
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Remarque:

* Transformation de Fourier: S’applique aux
signaux continus apériodique, produit un
spectre aperiodique;

* Transformation de Fourier a temps discret:
S’applique aux signaux discrets apériodique,
produit un spectre continu périodique.

X(e’") est périodique de 27.
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. . . . T
Question: Quelle est 1’information a p

» Cherchons X, (e/%)

x1(n) . ., X2(n)

[

Algorithme d’interpolation?
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. Soit v(n) = {xl (3), n pair

0, n impair
+ 00
V(ejw) = 2 v(n)e IWn = z X1 (g)e_jwn
n=—oo n pair

n
e Posons [ = >

+ 0o

V(eW) = z x,(De 72wt = X, (e/V)|lw—2w

[=—00
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V(ejw) N

AANAANDNN

Pour obtenir X, (e/") Il fautfiltrer V(e/") avec

(

T
H(ejw) = < 2 w| < 2
\O, ailleurs
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H(ejw) .

>

—TT

21T nitt

2

| F sin (22)
h(n) = — jH(ejW)ejWn dw = 2
_I
2 nm
— Sa(?)
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4+ 00

x2(n) = v(n) * h(n) = Z v(k)5a<

k=—o0

(n—k)m
)

4 00

— 21
o= ) xS, ((” : )”)

k=—o0
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Exemple:

e Soit laséquence x;(n) obtenue a partir d’une
sinusoidale x,(t) = cos 50007t.

* La fréquence d’échantillonnageest F, =1/T

» L’entrée v(n) du filtre H(e’") est donné par:

( 3
H(e]W)—<1Z |W|<T
\O ailleurs

ELE6705 Poly MTL
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« Soit laséquence wv(n) estdonnée
par:

n
v(n) = < X1 (Z)' n multiple de 4

\ 0, ailleurs

ELE6705 Poly MTL
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X1 (e?")

T
—/4 0 . /4
jw
2 V()
/4
<>
—on/16  ~7%/16 _p/4 T ks 7/4  7m/16 97/16
—m/2 16 16 /2 3n/4 w
(e
1
>
—3m/4 —1/4 /4 3m/4 w
—7/2 /2
4 .
X,(eV
2( ) /4
s >
—9717/16 /16 _p/a /4 71/16 97/16
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Principales Propriétes:
» Linéarité
ax(n) + by(n) — aX(e’V) + bY (/")
» Decalage
x(n — N) — e IWNX(e/W)
» Convolution de sequences
x(n) * y(n) — X(e/V)Y(e/V)

ELE6705 Poly MTL
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* Produit de séquences
x(m)y(m) — 5-X(e/) xY(e/*)
— 1, X(e/)y(el?)
« Sequence reelle
X(e V) = z x(n)etW = X*(e/V)
n

[ X(e™™)| = |x(e™)

;arg(X(e™V) = arg(X(e/V)
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Probleme: Décalage non entier d’une séquence

Xq(t) » A/N » x1(n) = x4, (nT)
F, = 1/T
o Délaia o A/N X, (N)
Xq(t —A4)

x(n) = xq(nT — A)
 SI A=kT; x,(n) =x,(n—k)
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X1(e?) vs X (Q): Xl(ejw) = %ana(

T

w 2Tn

™)

Xo(e™) vs Xo(Q): Xo(Q) = - Xo(We /M« 23, 50 - 1)

D’autre part

+00 40

TZX < m)

2Tn
—JA(Q——-)

+ 00

Xe(Q) — j z Xa(TlT — A)5(t — nT) e JAU dt = 2 Xa(TLT _ A)e—anT

—00 N=—00

= ) (e

n

ELEG705

Poly MTL
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+ co

Xz(ejw) = Z x(M)e Wt =X,(Q) |Q =

n=—oo

’ A
X (e™) = sz (W “")e—ff (-2

3| =
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Transformee Discrete de Fourier (TDF)

Problématique:

 Latransformeée de Fourier, TF, des signaux en temps
discrets est une fonction continue de w; ce n’est pas une
representation discrete;

+ oo

X(e/?) = 2 x(n)e Jon

n=—oo

 Le calcul de la TF nécessite une infinité de points de
mesures X(n) (pas toujours possible dans la pratique :
contraintes temps réel, etc.)

ELE6705 Poly MTL
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Solution: Transformeée de Fourier Discrete
(TDF):

« Echantillonnage de la transformée de Fourier d’une séquence
(sans perdre de 1’information);

 Limiter la durée de x(n) i.e. considéerer un nombre fini N de
points temporels;

 Discretiser la frequence (considérer un nombre fini L de points
frequentiels);

« A un nombre fini de valeurs x(1),---, x(N), on fait
correspondre un nombre fini de valeurs X (e/®1), -+, x(e/®t)
telle que la TDF de x(n) soit une approximation aussi bonne
que possible de X (e/«).
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« La Transformée de Z d’une séquence x(n) de N
points telle que:

e x(n) = {NOn nulle, 0 <n <N =1 4efinie
0, ailleurs
par:
N—-1
X(z) = z x(n)z™"
n=0

« Pourun z = e/®, On s’intéresse a un cercle unitaire

N—-1
X(ej“)) = 2 x(n)e /o
n=0
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» X(e’®) est périodique de période 2r;

 Limité la durée du signal x(n) revient a
considerer un nombre fini de N points
temporels

x(n) = x(0), -, x(N — 1)}

* Discretise la fréquence revient a considérer
un nombre fini L de points frequentiels

{X(ejwl), ,X(ej“)L)}
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ELEG705

AIm(z) 27T
Aw =—5
L
1
2T
L >
0 Re(z)
L—1

Poly MTL
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* Intervalle d’échantillonnage Aw = ZTR;

» La Discrétisation de la frequence peut étre
ecrite sous forme:

w = (Aw)k;aveck =0,---,L — 1
2T
= —k
L
. 2T
TDF{x(n)} = X(k) = X(e/®) |w = Tk
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 La TDF évaluée sur un nombre L de

points fréequentiels d'un signal discret est

definie par -

_enn,
X(k) = z x(n)e /L
n=0
N : nombre de points temporels
n . variable temporellen =0,---N — 1

L : Nombre de points fréquentiels
k : variable frequentielle k = 0,---L — 1
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* X(k) est periodigue de période L:

N—-1

27N
X(k+1L)= 2 x(n)e /L Kk+D)
n=0
= 2N
= z x(n)e /L *+D)
n=0
= 2N 2N
— z x(n)e_]Tk e Lk
n=0
= X (k)

ELE6705 Poly MTL
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* [’inverse de X (k)

L—-1 L-1 /N-1
2mm,
s 5[5
k=0 k=0 \ n=0

N—-1 L—-1
= > x(m
n=0 k=0

ELE6705 Poly MTL
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Remarque:

~
I
p—

e
0

_j2”(”£—m)k _| L sin—m = plL
0, ailleurs

k

avec p un entier

L’équation (1) devient:

.2TTm

L—1 N-1
2 X(k)e/ T * = z (x(W)L = x(m + pL)L = x(m)L
k=0 n=0

2TTN

L-1
x(n) = %z X(k)el T *
k=0
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 Dans la suite, sans perte de généralites et sauf mention
contraire, on considérera L=N

2TTn

x(n) = — ZX(k)e]Tk — 0, N—1

* x(n) est périodique de période N;

* TF d’une séquence:
Discrétisation en temporel =—=)Peériodisation en frequentiel

« TDF:
Discretisation en temporel Périodisation en fréquentiel

ELE6705 Poly MTL 40



* Interprétation de L’abscisse

2
S Posons w, ==k
k=™ N

> Axe w de X(e/®)

—TT 0 T 21T
21
2_7'[ 21T mm(N_l)W
N N
N N
> AxekdeX(k) 0 1 Do ns 3 E+1"' ceee N =1

 Les points de g + 1 a N — 1 sont le conjugué des points deg al

Propriété de la symétrique conjugue  X(k) = X*(N — k)
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Exemple:

8mn
x(n) =COST, n=01,-,N—-1

8m
 Lafréquence ; —, I'intervalle contient 4 périodes sinusoidales

i 8nmn 27Tnk
X(k) = z cos——¢ N

n=0
N—-1

1 Znn(k 4) _.2nn(k+4)
=) 5l +e TN
n=0

ELE6705 Poly MTL
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(N
L0, ailleurs
X(k)A v y
2 2
—71T
0 4 N-1
—8n 0 8m (N—4)%” 2
N N
ELE6705 Poly MTL

43



* Quelques proprietés

dQuelques transformees de Fourier discretes utiles:
< Impulsion de diract {1,0, -+- 0} {1,1,--1}
% La constante {1,1,---1} {N,0,---0}

) ) 2ntnl
s Une sinusoidale cos (T)

05N (k=1 +6lk— (N —=D])
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Exemple

Déterminer la Transformation discrete de Fourier TDF

» SoIt une séquence suivante:
x(n) =1{1,2,1,01,2,1,0,1,2,1,0,1,2,1,0}

» Calculer TDF pour une seule période d’échantillonnage
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dMultiplication en frequence (Convolution
circulaire)

» Soient x(n)(X(k) = TDF(x(n)), y(n)(Y(k) = TDF (y(n))et
v(n)(V (k) = TDF(v(n)) trois séquences telles que:

V(k) = X(k)Y (k)
» Par définition v(n) est donnée par:

N-1

1 21N

v(n) = X(k)Y(k)el N ¥
Z)

1 [ 21l an 27m
35 (Sisor S et s
r=0

k=0 \ =0
ELE6705 Poly MTL 46



N—-1 N—-1 N—
1 Zn(n l— r)
v ‘NZ’C(DZ) Z
= T = k=0

N
»Sin—1l—r=mN r=m-—10modN
N—1
v(n) = z x(D)(y(n —mod N)
=0

= x(n) () y(n)
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AMultiplication de séquence (Convolution
circulaire)

>Avec v(n) = x(n)y(n)

2TTn

V(k) = x(nx )r\f—"

- Z x(l)el N —z Y(r)e’zxn"

N_
V(k) = %2 X(D)(Y(k = Dmod N)
[=0

=~ X(k)(w) Y (k)
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dLinéarite:
ax(n) + by(n)

dDécalage temporel(retard):

aX (k) + bY (k)

2Ttk

N X(k)e /N "

> Rappel x(n — A)

 xp(n)vs x(n)?

ELE6705 Poly MTL
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n—A—-l=rN
ailleurs

l=n—-—A—-1rN
Il=(n—-—A)modN

xp(n) = x((n — A) mod N)
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Convolution Circulaire (Periodique)

» La convolution linéaire(normal) de deux signaux qui sont tous
les deux periodiques n’existe pas;

» On doit appeler de la convolution circulaire ou périodique;

»Six(n) et y(n) sont tous deux peériodiques avec la méme

période N, alors leur convolution circulaire produira une
séquence s(n) qui est périodique aussi, ayant la méme période
N;

» La technique de « zéro-padding » nous permet de calculer la
convolution des séquences aperiodigue (convolution linéaire) en
utilisant TDF.
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Exemple:

» Solt une séquence suivante:

%

jnn
3,0<n<10

0 ailleurs

\

>x(n) n’est pas réelle donc X (e™/®) # X*(e/V)
alors la symétrie n’est pas vérifice

>X(e/®) est périodique de période 2m

> Evaluons la phase ainsi que le module de X (e/®) pour
2 périodes sur 401points.

ELE6705 Poly MTL 52



| |
| |
W %
[ Mo Moy

-2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5 25

frequence
Phase
0.5 T T

\ (\JW \

\/
Ilﬂ'u f\f 'u'm |

radians/pi
2

-V
0.5 IUI I I{\f\}

\
-2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15 2
frequence
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TDF
Y
6 \ |
— II|I
X 4p | _
\
2r h |
’/_\.\- l\l\—1/-\\\\_\_..-- L ""-\-.._\_\_ e r__,.—._\_\_\_\_ e -\_""\-\.\___.-"'_\-"'\.H
0 ' 1 1 | |
0 o0 100 150 200 250 300 350 400
k
TDF
B . . . : | | |

ELEG705
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100

20

TDF

B0

7o

&0

50

40
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20

o
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Transformeée Rapide de Fourier (TRF)

« Fast Fourier Transform: FFT »

» Rappel de la transformée Discrete de Fourier TDF et son inverse
N—-1

X(k) = zx(n)w,’v”‘k,OSkSN—1

2T
n=0 % aveCc Wy = e /W
N-1 : N

1 —nk
x(n) =NZX(/<)WN" 0<n<N-1
k=0

> Problematique:
v Pour calculer les N coefficients de X (k) nous avons besoin de N?
multiplications complexes et N(N — 1) addition complexes.
» Solution:
v" Optimisation de calcul de la TDF basée sur les propriétés de Wy
(symeétrie, périodicite,...)
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»Propriétes

v W}\?(N_n)
N
v A]’{Tl'l'E
v WAZ,le
v WNTl

ELEG705

= (W)

k+N
= W1\§ n — WE™ periodicité

__mrkn
N

Poly MTL

symeétrie
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> Formulation matricielle

dOn peut exprimer la transformée Discrete de Fourier TDF
X (k) sous forme matricielle:

X:WN.X'

= avec x est un vecteur dans I’espace a N dimensions dont ses
composantes formées par les élements de la sequence

x(0), - x(N — 1)}

= Wy est une matrice écrite dans la base w; (0 < k < N — 1) dont

les composantes sont données par {wi< wik wik, ..., WISIN iy
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wol =1 - wd=1
v WN — .
Wz(\)/ —1 .. WISN—l)(N—l)
dRemarque :
v'Les vecteurs de base wy(0 < k < N — 1) sont
orthogonaux;

v'La matrice Wy est alors orthogonale

ELE6705 Poly MTL
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»La séquence x(n) sera déduite a partir de
I’inverse de vecteur x

x=-WHX
N

= par H on désigne le conjugué transpose.

» Une TDF de taille 1024 génere:

Plus de 4 millions de nombre de multiplications reelles;
= Plus de 4 millions de nombre d’additions réelles.

ELE6705 Poly MTL
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Algorithme base sur la subdivision de la
sequence -Décimation en temps-

» Tous les algorithmes sont basés principalement sur
la decomposition de calcul de TDF d’une séquence
de N echantillons en plusieurs TDF de longueur

plus petite.

»Le nombre N est decomposable en facteurs,
typiquement , une puissance de 2.

> Posons N = 2™ avec M un entier
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N-1
X(k) = Z (MW 0<k <N -1

n=0
N-1 N-1
X (MW + Z ()W
n=0 n=0
pair impair
N N
51 -1
= > x@OWEK + Y 2@+ W,
=0 [=0
\oir les propriétés
§-1 J-1
xQDWY +WE > x(21 + DWR*
=0 2 =0 2
! J

! |
1(k) X2 (k)
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» X (k) TDF d’une séquence x(n) de longueur
%, avec n un entier pair.

>X »(k) TDFd’'une séquence x(n) de longueur
5 avec n un entier impair.

X(k) = G(k) + Wy H (k)
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x(0) G(O)\ /O/
X(2) G(1) .

@ | apams [N
(6) v G(B)\\\//@Z/
x(1 H(O): E E g %’";:
ol [ RS
X(3) ol 4points [ H2) / \W\*&\
(1) | N H(3) vﬁ\

2

ELEG705
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X(O)—;’; \%.(0) _ S X(0)
x2) [, 6l1). N\ o JX(1)
’ DFT d \\ Nl X(2
X(L» 4 points G"2)_ . >( )
9 | N SN M x
A
x(1) é% o \H( ' Wi JX(4)
x(3) s H(l)\//)&\v‘l\ 2.X(5)
x(5) ’..f 4 BoIfEE Hﬁz) Wi, _X(6)
(1) g N HE3) WIN,  UX(T)
; ;

N \\

» La procéedure de subdivision peut étre appliquée a X, (k) et
X, (k), ainsi gqu'aux calculs de TDF successives jusqu’ a
I’obtention de TDF de séquence de longueur 2.
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x[7] o——

ELEG705
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N log, N operations élementaires au final

x[0] X10]
Wy wo /‘:’3
4 > Q X[1]
e Wi ‘ W2 /szlz
N
x[2] o A X|2]

x|6 > o Q
= W We N

x[1] 3 = g 8
=A%
5 = - ®
N SO AN
x[3] > - - X[6]

x[7]

ELE6705 Poly MTL 67



» Le Calcul directe des N coefficients de X (k) nous
avons besoin de N4 multiplications complexes;

NZ

2
» Apres une décimation: N + 2 (g) =N +—

\ e N N2
» Apres deux decimations: N + 2 (; + 2 (Z) ) = 2N +
N 2
+(3)
»Apres M — 1 décimations: MN':
le nombre de multiplication complexe est alors

N log, N;
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» Sl on utilise la technique suivante, le nombre de
- - - N
multiplication complexe est de Elog2 N;

x[0]

x|4]
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Opérations elementaires réduites au
N
—logz N

X[0]
X[2] 00— A’A ‘e\ 70&:[2]
[6] o A A‘A X[3]
1 V‘V’V’V
o V A X[4]
x[5]e A » ho C AVA 1 X[5]
W2 A’A w2

x[3]¢ > S o X[6]
x(7] e % X[7)

ELEG705 Poly MTL
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Algorithme basé sur la subdivision de la sequence
-Décimation en frequence-

N—-1

X(k) = Zx(n)W,;'}k,OSkSN—l

n=0

» X (k) peut étre traitée en deux etapes:

» Pourlesk pairsk =0,2,---,N — 2
= Pourles k impairsk =1,3,:--,N —1
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»Solt k = 21, k sont pairs

N-1

n2l N
X(21) = z YW, 1=012,,5 1
N

\oir les proprietes
N—-1

v
oy x(n)Wwatn

2
\ N
Posonsm =n — —

ELE6705 Poly MTL 72



N
Zl(n+2)

Zln
Wy
l \/‘ow les propriétés
N
21(ﬂ+7)
Wy N
2
N1
< N
X(Zl)—z:(x(n)+x(n+—))W,\l,n,l—01 2—1
n=0 2

»La TDF d’une séquence(x(n) + x(n + %)) de longueur

g,n =0,1, ,g — 1 est bien X(k), k pairs.
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»Solt k = 21 + 1, k sont impairs
N-—1
N
X@U+1) = ) x@Wy Y, 1=012,2 -1
n=0
»De la méme maniere que le developpement
précedent on obtient:

N
-1

N n N
X2+ 1) = z (x(n) —x(n +5)) W,Z}Wﬁ = 0,1,---,3— 1
n=0 2

»La TDF d’une séquence(x(n) —x(n + %)) Wy de

longueur % est bien X(k), k impairs.
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TRE et decimation en frequence

5 X[0]

x[0] o- a o——0

x[1] e X[4]
\yl XK
N S
o XXX il
efs] 022 ‘XX v > X(5]
e W IA KX I

x[7] ¢ 2 T —-1Xl7]
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