SECTION 8.7

SOLUTION DE L’EQUATION DE LA CHALEUR

Dans cette section, on donnera la solution de I'équation de la chaleur
avec

des conditions aux limites homogénes.
des conditions aux limites non homogénes.




E de la chaleur Probléme de Dirichlet Probleme de Neumann

1. EQUATION DE LA CHALEUR AVEC C.L HOMOGENES
L'équation de la chaleur avec des conditions aux limites homogénes est

A’ =y, pour0<x <L, t>0, (1a)
u(0,t)=0 et wu(Lt)=0, pourt>0, (1b)
u(x,0) = f(x), pour0<x<L. (1c)

Etape 1 : Séparation des variables: en posant u(x,t) = F(x)G(t), alors G(t) vérifie
|"équation du premier ordre

G'(t) — a°AG(t) = 0,
et F(x) satisfait au probléme avec conditions aux limites homogeénes

F"(x) — AF(x) =0, F(0) =0 et F(L) =0.

Etape 2 : Calcul des valeurs et fonctions propres: la résolution du probléeme avec
conditions aux limites en F(x) donne les valeurs et fonctions propres

nm\ 2 ./ nmx
An = — (T) , Fn(x) = cnsin (T) ,n=12 ...

Z. Coulibaly GCH2535 - H2018 - Gr. 1 : www.mgi.polymtl.ca/zoumana.coulibaly 24 janvier 2018 2 / 17



http://www.mgi.polymtl.ca/zoumana.coulibaly

Probleme de Neumann

E de la chaleur Probléme de Dirichlet

EQUATION DE LA LEUR AVEC C.L. HOMOGENES (SUITE)
Etape 3 : Calcul des solutions de I'EDO en G(t)

a

n7r)2t
)t n=12,....

GI(t) + (a"—L’r)z Ga(t) = 0 = Go(t) = dne™

Etape 4 : Principe de superposition : on cherche la solution de (1) sous la forme

u(x,t) = Z DnFr(x)Gn(t) = Z Dye (“TF)t sin(nLLX).
n=1 n=1

Etape 5 : Calcul des coefficients D,, de sorte que la condition initiale (1c) soit satisfaite

oo L
u(x,0) = Y Dasin("7X) = £(x) = D, = % / F(x) sin(" )b =
n=1 0

1,2,...
La solution de I'équation de la chaleur avec conditions aux limites homogeénes est

ulx.t) = Z (%/ f(x) Si"(nLLX)dX) ef(a_im)ztsin(nil_x)
0

n=1
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Equation de la chaleur Probléme de Dirichlet Probléme de Neumann

2. EQUATION DE LA CHALEUR AVEC C.L NON HOMOGENES
L'équation de la chaleur avec des conditions aux limites non homogenes est

Pl =y, pour0<x<1L, t>0,
u(0,t) = Ty et u(L,t) = T2, pourt >0, (2)
u(x,0) = f(x), pour0<x<L,

la solution du probléme (2) est
o0

u(x,t) = > Dpe” T sin(TE) + (T = T) T + T,

)L

5 [t
avec D, = Z/0 {f(x) — (T2 — Tl)% — Tl} sin (nLLX> dx.

ol Uperm.(x,t) = (T> — T1)% + T1 est la solution stationnaire (ou stable ou
permanente) qui vérifie le probléme v, = 0,v(0) = T1,v(L) = T> et

anmy2y . NTX . s R
Utrans. (X, 1) Z D,e "' T sm(—) est la solution transitoire qui vérifie
I'équation de Ia chaleur avec des conditions aux limites homogeénes (1) et la

condition initiale u(x,0) = f(x) — (T2 — Tl)Z - T
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Equation de la chaleur Probléme de Dirichlet Probléme de Neumann

EXEMPLE 1 :

On considére le probléme suivant :

2
%—%:0, pour 0 < x <30ett>0,

@ 0,t) =0et ﬂ 30,t) =0, pourt >0, ®)
ox Ox

v(x,0) = 25[us(x) — u1o(x)] pour 0 < x < 30,

ol us(x) = u(x — a) est la fonction unité échelon (ou la fonction de Heaviside) au
point a.

(a) On pose v(x,t) = F(x)G(t). En utilisant la méthode de séparation des
variables, montrer que la fonction F(x) satisfait au probléme de fonctions
propres

F"(x) = AF(x) =0, F'(0)=0et F'(30)=0 (4)
et la fonction G(t) satisfait a I'équation différentielle G'(t) — AG(t) =0, ou
A\ est une constante réelle de séparation.
(b) Résoudre le probléme de fonctions propres (4).
On demande une solution compléte ou chaque étape est justifiée.

(c) En vous servant des résultats obtenus en (a) et (b), trouver la solution du

probléme (3).
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Equation de la chaleur Probléme de Dirichlet Probléme de Neumann

EXEMPLE 2 :

On considére le probléme suivant :

ac_ 28c

5 = — B%c(x,t), pour 0 < x < aett>0, (5a)
c(0,t) = 0 et c(a,t) =0, pourt >0, (5b)
c(x,0) = ¢ pour0<x< a, (5¢)

ol a,(,a et ¢y sont des constantes. Ce probléeme décrit la diffusion en régime
transitoire de la concentration c(x,t) d'une certaine substance dans un milieu
donné. La concentration initiale de la substance est donnée par ¢(x,0) = co

(a) Soit ¢(x,t) = F(x)G(t). En utilisant la méthode de séparation des variables,
montrer que la fonction F(x) satisfait I'équation différentielle
&®F"(x) — (A + B?)F(x) = 0, et la fonction G(t) satisfait I'équation
différentielle G'(t) — AG(t) = 0, oll A est une constante de séparation.

(b) Déterminer les conditions limites associées a I'équation différentielle satisfaite
par F(x) et résoudre le probléme de fonctions et valeurs propres associé a la
fonction F(x).

(c) En vous servant des résultats obtenus en (a) et (b), trouver la solution du
probléme (5). On demande une solution compléte ot chaque étape est
justifiée.
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Equation de la chaleur Probléme de Dirichlet Probléme de Neumann
EXEMPLE 3 :

On considére le probléme suivant

18%p dp 9p

—_——— — = — 1 3

25 Ix ot pour O0<x<lett>Q0; ;
p(0,t) =0 et p(l,t)=0 pour t>0 (6)

p(x,0)=1 pour 0<x<L1

(a) Soit p(x,t) = F(x)G(t), en utilisant la méthode de séparation des variables,
montrer que la fonction F(x) satisfait au probléme de fonctions propres
F"(x) —2F'(x) —2XF(x) =0, F(0)=0et F(1) =0, et la fonction G(t)
satisfait a I'équation différentielle G'(t) — AG(t) = 0, ol A est une constante
de séparation.

(b) Vérifier que les solutions du probléme de fonctions propres en F sont données

2 2
par Fn(x) = ch€”sin(nmx) et Ay = — %—'—1) ou les ¢, sont des
constantes réelles pour n =123, ....

(c) En vous servant des résultats obtenus en (a) et (b), trouver la solution du
probléme (6).

2nm[(=1)" et + 1]

nr2 41

Indice: 1= _ bye* sin(nmx), ol b, =

n=1

,n>1.
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SECTION &.8

L’EQUATION DE LAPLACE
Dans cette section, nous étudierons

Le probleme de Dirichlet homogene sur 3 cotés.
Les conditions aux limites de Dirichlet générales.
Le probleme de Neumann.




Probléme de Dirichlet

E DE DIRICHLET HOMOGENE SUR 3 COTES

L'équation de la chaleur en dimension deux s’écrit u; = o (e + tyy)
A I'état stationnaire, u; = 0, on obtient I'équation de Laplace

Uxx 4+ uyy, = 0.

Probleme de Neumann

Le probléme de Dirichlet sur un rectangle avec des conditions homogénes

sur trois cotés est

0

u(0,y)

=3

U +uy =0, pour0<x<a 0<y<h,
u(x,0) =0 et u(x,b) =0, pour 0 < x < a,
u(0,y) =0, pour 0 <y < b,

u(a,y) = f(y), pour 0 < y < b.

Z. Coulibaly
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Equation de la chaleur Probléme de Dirichlet Probléme de Neumann

LA SOLUTION DU PROBLEME DE DIRICHLET HOMOGENE

Etape 1 : Séparation des variables: en posant u(x,y) = F(x)G(y), alors G(y) vérifie
le probleme avec conditions aux limites homogenes

G"(y)+AG(y) =0, G(0)=0et G(b) =0,
et F(x) vérifie I'équation différentielle ordinaire

F"(x) — AF(x) =0, F(0)=0

Etape 2 : Calcul des valeurs et fonctions propres: la résolution du probléeme avec
conditions aux limites en G(y) donne les valeurs et fonctions propres

2
An = (%) , Ga(y) = cpsin (%) , n>1.

Etape 3 : Calcul des solutions de I'EDO en F(x)

F"(x) — (—)2 F(x) =0, F(0) = 0 = Fy(x) = dysinh (?) . n>1.

4
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Equation de la chaleur Probléme de Dirichlet Probléme de Neumann

LA SOLUTION DU PROBLEME DE DIRICHLET HOMOGENE (SUITE)

Etape 4 : Principe de superposition : on cherche la solution de (7) sous la forme
Z DoFa(x)Ga(y) = ; D, sinh (ﬂbx) sin (ﬂby)
Etape 5 : Calcul de G, et D, pour que la condition aux limites (7d) soit satisfaite
u(a,y) = Z Dy sinh (?) sin (%) =f(y)=
5 b
= f sm( )d,n_12....
bsinh (722) /0 O)sin (757) &

La solution du probléme de Dirichlet est alors

[e']
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Equation de la chaleur Probléme de Dirichlet Probléme de Neumann

2. LES CONDITIONS AUX LIMITES DE DIRICHLET GENERAL

La solution du probleme de Dirichlet Au = v + 1y, =0, 0<x<a,0<y <b
avec les conditions aux limites générales

g wawd) = fi@)

uy(w,a) = 0
us(eb) =0 by uled) = plo) (@) Y uy(eh) =0

3 H g =
ug(2.0) = u(z0) = fi(r) @ uy(x.a) =0
Yy w(x,b) =0
B
I
gm0 |3
.
u(.0) = filx)

u(x,0) = A(x), u(x,b) =rh(x),0<x < a,
u(0,y) = gi(y), u(ay)=g(y),0<y<bh.

4

est par superposition, u(x,y) = > ui(x,y) ol uj, i = 1,2,3,4, résout un probléme
i=1

de Dirichlet avec conditions aux limites homogeénes sur 3 cotés.
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Equation de la chaleur Probléme de Dirichlet Probléeme de Neumann

3. LE PROBLEME DE NEUMANN

Les conditions de Neumann consistent a imposer des conditions sur la dérivée

ou . N .
normale 7 = O0zu = Vu - i aux frontiéres du domaine.
n

1. Pour un rectangle, ces conditions sont

e B*U(O y)=Vu- Fi(O,y) = —ux(0,y),0 <y < b,
( ) ( )_UX( ’y)’0<.y<b7
:u(x,0) = Vu - (x,0) = —u,(x,0),0 < x < a,

Bu(xb) u - A(x,b) = uy(x,b),0 < x < a.

A=ty + 1y = 0

—u,(0,y) = 0

ug(a,y) = f(y)

u,(r,0)=0 @

2. Le probleme de Neumann sur un rectangle avec des conditions homogenes
sur trois des cotés est

Au=ux+u, =0 pour0<x<a 0<y<hb, (8a)
uy(x,0) = 0 et uy(x,b) =0, pour 0 < x < a, (8b)
ux(0,y) =0, pour0<y<b, (8¢)
ux(a,y) = f(y), pour0<y<hb. (8d)
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Equation de la chaleur Probléme de Dirichlet Probléeme de Neumann

PROBLEME DE NEUMANN SUR UN RECTANGLE

Etape 1 : Séparation des variables: en posant u(x,y) = F(x)G(y), alors G(y) vérifie
le probleme avec conditions aux limites homogenes

G"(y) + \G(y) =0, G'(0)=0et G'(b) =0,
et F(x) vérifie I'équation différentielle ordinaire
F"(x) = AF(x)=0, F'(0)=0

Etape 2 : Calcul des valeurs et fonctions propres: la résolution du probléeme avec
conditions aux limites en G(y) donne les valeurs et fonctions propres

2
An = (%) » G,,(y)zc,,cos (%)a n=012....

Etape 3 : Calcul des solutions de I'EDO en F(x)

2
F”(X)—(%) F(x) =0, F'(0) = 0 = Fn(x) = d, cosh (%) n=01,....

4
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Equation de la chaleur Probléme de Dirichlet Probléeme de Neumann

LA SOLUTION DU PROBLEME DE NEUMANN SUR UN RECTANGLE (SUITE)

Etape 4 : Principe de superposition : on cherche la solution de (8) sous la forme
u(x,y) = Z; DnFa(x)Gn(y) = Do + Z; Dy, cosh (?) cos (%)
Etape 5 : Calcul des coefficients D, pour que la condition initiale (8d) soit satisfaite
nm Ta nwy
D,— —= ) =f
Z b ° (b)cos(b) )=
2 b nm
D, = 7/ f(y) cos (_y) dy,n=12,....
nm sinh (ﬂba) 0 b

La solution du probléme de Neumann est donc

b
nm nmx nm
u(x,y) = Do+z P "“)./o f(y) cos (Ty) dy | cosh (T) cos (Ty)

y
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EXEMPLE 4 :

La distribution de la température u(x,y) dans une plaque carrée d'un matériau
composite est donnée par I'équation aux dérivées partielles
&u  8%u ou

2 ay2+2a—y=0, pour0< x<m, O0<y<m. (9)

La distribution de température satisfait aux conditions suivantes:
ou
u(x,0)=0 et a—(x,ﬂ') =f(x) pour 0<x<m,
y

u(0,y)=0 et wu(my)=0 pour 0<y<m,
ol f(x) est une fonction donnée.

(a) Soit u(x,y) = F(x)G(y), en utilisant la méthode de séparation des variables,
montrer que la fonction F(x) satisfait au probléme de fonctions propres
F"(x) — AF(x) =0, F(0)=0et F(r) =0, la fonction G(y) satisfait 3
I'équation différentielle G”(y) +2G'(y) + AG(y) = 0, et a la condition limite
homogene G(0) = 0, ol A est une constante réelle.

(b) Vérifier que les solutions du probléme de fonctions propres en F sont données
par F,(x) = C,sin(nx) et A, = —n?, ol les C, sont des constantes réelles
pour n=123 ... ..

(c) En vous servant des résultats obtenus en (a) et (b), trouver la distribution de
la température u(x,y).

On demande une solution compléte ou chaque étape est justifiée.




Equation de la chaleur Probléme de Dirichlet Probléeme de Neumann
EXEMPLE 5 :

Soit u(x,y), la la solution de I'équation de Laplace dans la plaque rectangulaire
0 < x < 2,0 <y < 3 qui satisfait aux conditions aux limites d

ou ou ) _
&(OJ)—O, &(27)/)—0, si 0<y<3;

u(x,0) =0, u(x,3)=f(x)=2-x si. 0<x<2

(10)

(a) Soit u(x,y) = F(x)G(y).
En utilisant la méthode de séparation des variables, montrer que la fonction
F(x) satisfait au probléme de fonctions propres

F"(x) = AF(x) =0, F'(0)=0etF'(2)=0, (11)

et que G”(y) + AG(y) =0, G(0) =0, ol X est une constante réelle.
(b) En vous servant des résultats obtenus en (a), trouver u(x,y), la solution de
I'équation de Laplace qui satisfait aux conditions aux limites (11).

Note : Les solutions au probléme de fonctions propres (11) sont données par

nmwx nm\?
Fn(x) = cncos (T) et A\p = — (7) ,

ol ¢, sont des constantes réelles pour n =0,1,2,3,....
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