SECTION 8.3

LES SERIES DE FOURIER
Dans cette section, nous étudierons les notions suivantes

Fonctions périodiques et orthogonalité.
Les coefficients d'Euler-Fourier.




1. FONCTIONS PI:ZRIODIQUES ET ORTHOGONALITE

DEFINITION 1 : Notion de périodicité

La fonction f est périodique de période p > 0, si pour tout x tel que f(x + p) est

définie, alors | f(x + p) = f(x) |.

La période fondamentale est le plus petit p > 0 pour lequel f(x + p) = f(x).

QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS PERIODIQUES

[~

Si f est de période p; et g de période py, alors, pour tous ci,c; € R la
fonction c1f(x) + cg(x) est de période p = ppecm(py,p2) : le plus petit
commun multiple (positif) de p; et p,.

Si f est périodique de période p alors f(x & np) = f(x), pour tout nombre
entier n.

. . L. 2m
Les fonctions cos(mx) et sin(mx) sont de période p = o

Comme cos(x 4 ) = — cos(x) et sin(x £ 7) = —sin(x), alors les fonctions

. cos(mx) sin(mx) . .
cos(mx) sin(mx), sin(mx) " cos(mx)’ cos(mx) cos(mx) et sin(mx) sin(mx)
sont de période p =

cos(mx) sin(nx)

,W,W,sin(mx)cos(nx) et

Les fonctions cos(mx) cos(nx)

27 2
sin(mx) sin(nx) sont de période p = ppcm {l,l} lorsque n # m.
m’ n
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DEFINITION 2 : Produit scalaire de fonctions a valeurs réelles

Le produit scalaire des fonctions a valeurs réelles f et g, défini sur I'intervalle [a,b]
est

(f.g) = / (x)g(x)dx.

DEFINITION 3 : Fonctions orthogonales dans un intervalle [a,b]

Les fonctions f et g sont orthogonales dans [a,b] si leur produit scalaire est nul:

(f.g) = / f(x)g(x)dx = 0.

DEFINITION 4 : Ensemble de fonctions orthogonales

Un ensemble de fonctions a valeurs réelles {¢po(x),p1(x), ... ,Pn(x),...} est
mutuellement orthogonal si les fonctions de I'ensemble sont orthogonales deux a
deux:

(Pm,pn) = / Om(x)dn(x)dx = 0,m # n.
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FORMULES DE LINEARISATION TRIGONOMETRIQUES
cos(a — b) — cos(a+ b) cos(a — b) + cos(a + b)

sin(a) sin(b) = 5 , cos(a) cos(b) = 3
sin(a) cos(b) = sin(a — b) ; sin(a + b),
ORTHOGONALITE DES FONCTIONS {cos ()  sin (Zx)}
2L
Les fonctions périodiques de période o cos (’"“X) , sin (’”Z”)7 m=12 ... ayant

la période commune 2L sont orthogonales sur [—L,L]. En effet

/L nmx mmx L, si n=m,
cos (—) cos (—) dx = )
_l L L 0, si n#m
L .
. (nmx\ . [(mm L, si n=m,
sin (—) sin (—) dx = . et
/_L L L 0, si n#m

L rmmx n
/ sin (—) cos (—) dx = 0, pour tout m et n.
L L L
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2. LES COEFFICIENTS D’EULER-FOURIER

DEFINITION 5 : Les coefficients d’Euler-Fourier

Les coefficients d’Euler-Fourier de la fonction périodique de période p = 2L, f
sont

2 ct+p 1 L
a0 = _/ f(x)dx = Z/ f(x)dx, pour c € R

DEFINITION 6 : La série de Fourier
La série de Fourier d'une fonction f est

Se(x) = % —|—Z [ancos (nLLX> + bnsin (HLLX” .
n=1

ol les a, et b, sont les coefficients d'Euler-Fourier de f
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SECTION 8.4

LE THEOREME DE CONVERGENCE DE FOURIER
Dans cette section, nous énoncons le

Théoréme de convergence des séries de Fourier.




Orthogonalité Prolongements pair et impair

1. THEOREME DE CONVERGENCE DES SERIES DE FOURIER

THEOREME 1 : (# 8.4.1): convergence des séries de Fourier)

Supposons que f(x) et f'(x) sont continues par morceaux dans I'intervalle [—L,L][.
Si f(x) est définie a I'extérieur de l'intervalle [—L,L[ et si f(x) est périodique de
période 2L, alors f(x) admet un développement en série de Fourier de la forme

Sr(x) = +Z{ancos< >+b sm('”LrX)],

ou ap et b, sont les coefficients d'Euler-Fourier de f.

De plus la série de Fourier de f, converge vers
Sr(x) = f(x) si f est continue en x;

f(xT)+f(x7)

Se(x) = 3 si f est discontinue en x, ou
Fxt)= lim Fxth) et Fx )= lim f(x— h).
(X ) h—»f;,n)w>0 (X+ ) N (X ) h—»fl),rr}1<0 (X )

si f est discontinue en xp.

J— f(xo) si f est continue en xp;
+Zancos< )-I—bnsm( L ) =94 i)+ fx)
2
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EXEMPLE 1 :

Déterminer la plus petite période de la fonction

f(x) =m + 2sin (2%) sin (g) + sin (%) cos (%) Justifier votre réponse

v
EXEMPLE 2 :

Soit la fonction périodique de période P = 4 définie par le graphe ci-dessous, qu'on
voit ici sur l'intervalle —6 < x < 6:

a) Calculer Sg(x), la série de Fourier de la fonction f(x).
3, 2x=(-1)"-1 3 4x~ 1
b) Sachant que 5[:(2020) - 5 + F Zl T = 5 - p Zl m,
déterminer la valeur vers laquelle cette série converge. Justifier votre
réponse.

Z. Coulibaly GCH2535 - H202020 - Gr. 1 : Site moodle du cours 16 janvier 2020 8 / 19


https://moodle.polymtl.ca/course/view.php?id=1019

SECTION 8.5

LLES FONCTIONS PAIRES ET IMPAIRES
Dans cette section, nous aborderons les thémes suivants

Fonctions paires et fonctions impaires.
Séries de Fourier de fonctions paires et de fonctions impaires.
Prolongement pair et prolongement impair.
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1. LES FONCTIONS PAIRES ET LES FONCTIONS IMPAIRES

DEFINITION 1 : fonction paire

Une fonction f est paire si f(—x) = f(x).

1. Le graphe de f est symétrique par rapport a
I'axe Oy.

: 2. Dansce cas/ f(x)dx = 2/ f(x)dx, Ya.
; , ; 0

‘Couthes defoncons paires 1) = coshte) o g =

w00

—a

3. Les coefficients d'Euler-Fourier de f sont

b,=0,n=12,...et

L
an = %/0 cos (nLLX) f(x)dx, n > 0.

LA SERIE DE FOURIER D’UNE FONCTION PAIRE
La série de Fourier d’une fonction paire f est

Se(x) = % Z cos(mrx)
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DEFINITION 2 : fonction impaire

Courbes e foncions impales ) = i) ¢ (g =

Une fonction f est impaire si f(—x) = —f(x).
1.

Le graphe de f est symétrique par rapport a
I’origine 0.
Dans ce cas / f(x)dx =0, Va.

—a

Les coefficients d'Euler-Fourier de f sont

a,=0,n=012,...¢et

L
b, = %/0 sin (il-x) f(x)dx, n > 1.

LA SERIE DE FOURIER D’UNE FONCTION IMPAIRE

La série de Fourier d’une fonction impaire f est Sr(x) = Z by sin (_n:x) .
n=1

EXEMPLE 3 :

| N

Soit f(x) = —x, — 3 < x < 0. Déterminer si la fonction f(x) est paire, impaire, ou
ni I'un ni I'autre. Justifier votre réponse.

Z. Coulibaly GCH2535 - H202020 - Gr. 1 : Site moodle du cours 16 janvier 2020 11 / 19


https://moodle.polymtl.ca/course/view.php?id=1019
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PROPRIETES DES FONCTIONS PAIRES ET IMPAIRES

7
f g ftg fxg | z(ouf)
paire paire paire paire paire
paire Impaire * impaire impaire
impaire | paire
impaire | impaire | impaire paire paire

QUELQUES EGALITES TRIGONOMETRIQUES UTILES

_/nm 0, si n = 2k, nm (=D, si n= 2k,
sin (—) = P et cos (—) = .
2 (=1), sin=2k+1, 2 0,si n=2k+1.
et

1, si n = 2k,

. et sin(nm)=0,n=0,+1,+2,....
—1, sin=2k+1;

cos(nm) = (—1)" = {

EXEMPLE 4 :

On consideére la fonction définie par: f(x) =1+ x pour —1 < x <0,
f(—=1) = f(0) = 0,5 et f(x + 1) = f(x). Calculer £(13,25). Justifier votre
réponse.
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2. PROLONGEMENTS P]:DRIODIQUES PAIR OU IMPAIR

DEFINITION 3 : Le prolongement périodique pair
Soit f une fonction définie sur [0,L].

)

=L L

Le prolongement périodique pair de f, de période 2L, est la fonction

_Jf(x), si 0<x<UL, _
g(x)—{f(_x)’ i _L<x<o, et f(x 4+ 2L) = f(x).

Le graphe du prolongement pair de f(x) est déduit du graphe de f(x) par
réflexion par rapport a I'axe des y.
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DEFINITION 4 : Le prolongement périodique impair

Soit f une fonction définie sur [0,L].

)

Le prolongement périodique impair de f, de période 2L, est la fonction définie

par
f(x), si 0<x <L,
h(x) =<0, si x=0,L, et f(x +2L) = f(x).
—f(—x), si —L<x<0,

Le graphe du prolongement impair de f(x) est déduit du graphe de f(x) par une
symétrie par rapport a l'origine ou une double réflexions par rapport aux axes des x
et des y.
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Orthogonalité Les séries de Fourier Prolongements pair et impair

SERIE DE FOURIER D’UNE FONCTION QUELCONQUE
Pour déterminer la série de Fourier d'une fonction f définie sur [0,L]
(éventuellement non périodique), on peut utiliser

1. un prolongement pair et de période 2L pour obtenir une série de cosinus. Cette
série de cosinus de Fourier représente f sur [0,L];

2. un prolongement impair 2L-périodique pour obtenir une série de sinus qui
représente f sur [0, L];
3. un prolongement périodique ordinaire, par exemple
k() = {f(x), si.O <x<lL,
0, si —L<x<0,
pour obtenir une série de cosinus et de sinus. La série de Fourier ainsi obtenue
représente f sur [0,L] pour tout prolongement de f sur (—L,0).

et k(x +2L) = k(x)

1090 v
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EXEMPLE 5 :

Soit h(x), la fonction périodique de période p = 2, illustrée 2 la figure ci-dessous
Le graphe de h(x) sur [—2,4]
y

1\\
1 2 34X

(a) Déterminez I'expression analytique de h(x) et en déduire la série de Fourier
de h(x).

(b) On définit par prolongement la fonction impaire périodique de période p = 4
qui coincide avec la fonction h(x) sur l'intervalle [0,2].
Tracer sur I'intervalle [—6,6] le graphe de la fonction vers laquelle la série de
Fourier du prolongement impair de la fonction h(x) converge.

(c) On définit par prolongement la fonction paire périodique de période p = 4 qui
coincide avec la fonction h(x) sur l'intervalle [0,2].
Tracer sur I'intervalle [—6,6] le graphe de la fonction vers laquelle la série de
Fourier du prolongement pair de la fonction h(x) converge.
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Orthogonalité Les séries de Fourier Prolongements pair et impair
EXEMPLE 6 :

Soit la fonction h(x) définie par

1 pour 0<x<1
h(x) =
—1+x pour 1<x<2.

A
//J/ —

) On définit par prolongement la fonction impaire périodique de période p = 4
qui coincide avec la fonction h(x) sur l'intervalle [0,2].
Tracer sur I'intervalle [—6,6] le graphe de la fonction vers laquelle la série de
Fourier du prolongement impair de la fonction h(x) converge.

(b) On définit par prolongement la fonction paire périodique de période p = 4 qui
coincide avec la fonction h(x) sur l'intervalle [0,2].
Tracer sur I'intervalle [—6,6] le graphe de la fonction vers laquelle la série de
Fourier du prolongement pair de la fonction h(x) converge.
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Orthogonalité Les séries de Fourier Prolongements pair et impair

EXEMPLE 7 :

On considére une fonction impaire et périodique de période p = 2 définie par:

h(x)=1+e ™ pour 0 < x < 1.

Calculer h(1,5). Justifier votre réponse.

| A\

EXEMPLE 8 :
On désire déterminer les coefficients K, pour n = 0,1,2,... de sorte que

[e o]
Koe™ + Z Kne™ cos(nmx) =1 pour 0 < x < 1.

n=1

Donner I'équation qui permet de déterminer les coefficients K, pour n =0,1,2.3, ...
On ne demande pas de calculer la valeur des coefficients
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EXEMPLE 9 :
On considére le probléme suivant:

@—@—xteft our O<x<mett>0
at  ox2 P ’ 1)

u(0,t) =0et u(m,t)=0 pour t>0.

On cherche des solutions du probléme (1) sous la forme
u(x,t) = ZA"(t) sin(nx)
n=1

ol les A,(t) sont des fonctions a déterminer.
Pour n > 1, montrer que la fonction A,(t) satisfait a I'équation différentielle

_ 2(_1)n+1

Al(t 2An(t) = bote ", ol by
n(t) + n"An(t) e ', ol o

,pourn=12....

Déterminer A,(t) et en déduire la solution u(x,t) du probleme (1).
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