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HORAIRES ET LOCAUX
m Horaires
» Cours: Mercredi: 15H45 — 17H35 (L—1720).

> Travaux dirigés: Jeudi: 13H45 — 15H35 (M—2101).
m Courriel : zoumana.coulibaly@polymtl.ca.

Disponibilités au local A—520.38 (sur rendez-vous)

» Mercredi:14H00 — 15H30.
» Jeudi: 15H30 — 17H30.

m Manuels de base utilisés
» Equations différentielles, R. Boyce et C. Diprima, 2°™ édition, modulo,
adaptation francaise de D. N'dri.

» Equations différentielles, M. Lefebvre, les presses de I'Université de
Montréal.

m Evaluations
> Devoir: a rendre le mercredi 29 janvier 2020 a 23h55.
> Contréle périodique 1: mercredi le 5 février 2020.
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CHAPITRE 8

LEs EDPS ET LES SERIES DE FOURIER

(O)=RfouNigSy : a la fin de ce chapitre, I'étudiant saura
Classifier une équation aux dérivées partielles;
Définir et appliquer la séparation des variables;

Trouver les valeurs et fonctions propres d'un probléme de
valeur limite en deux points;

Trouver la série de Fourier d'une fonction périodique et
trouver sa limite;

Définir des prolongements périodiques pairs ou impairs;
@ Résoudre par séparation de variables, I'équation de la chaleur
et I'équation de Laplace sur un rectangle.



SECTION &.1

GENERALITES SUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES

PARTIELLES
Dans cette section, on s'intéressera aux thémes suivants

Généralités et classification des EDPs linéaires.
Equation de la chaleur dans une tige unidimensionnelle.
La méthode de séparation des variables.




Classification des EDPs Conditions aux limites Séparation des variables Exemples

1. GENERALITES ET CLASSIFICATION DES EDPS LINEAIRES

Soit I'équation aux dérivées partielles (EDP) linéaire d’ordre deux a
coefficients constants (A,B,C,D,E et F sont des constantes réelles)
%u u ou? ou ou

A— +2B — +D—+E—+ Fu= . 1
Ox? + Ox0y + C8y2 + Ox + dy +Fu=Glxy) (1)

Si G(x,y) =0, I'équation (1) est homogene, et si G(x,y) # 0, (1) est non
homogeéne.

Selon la valeur de AC — B?, on peut classifier I'équation (1) selon les trois
types suivants

Type de
I'équ};tion (1) Exemples Noms
Hyperbolique : ,0%u  B%u Equation d’'onde
AC-B*<0 752 a2=-0 AC-B’=a2-(-1)-0=-a<0
Parabolique : ,0%u  Ou Equation de la chaleur
AC-B=0 %52 3t 9 AC-B*=0a?-0-0=0
Elliptique : 0u  B%u Equation de Laplace
AC-B'>0 ax 92 0 AC-B*=1.1-0=1>0
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Classification des EDPs Conditions aux limites Séparation des variables

Exemples

2. EQUATION DE LA CHALEUR DANS UNE TIGE UNIDIMENSIONNELLE
L'équation de conduction de la chaleur dans une tige unidimensionnelle est donnée

par
282U du -0
ax2 ot
ol « est une constante appelée diffusivité thermale liée au matériau composant
la tige.

Isolation thermique

oA —(
0 7 !
Isolation thermique
x xr+ Ax

\
/

Afin d'avoir une solution unique, on doit imposer des conditions aux limites et une
condition initiale.

La condition initiale donne la distribution initiale de température dans la tige.
Pour une fonction f(x) donnée, elle se met sous la forme

u(x,0) = f(x),0 < x < L.
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Classification des EDPs Conditions aux limites Séparation des variables Exemples

LES CONDITIONS AUX LIMITES
Les conditions aux limites peuvent étre
de Dirichlet homogenes si

u(0,t) =0=u(L,t),t > 0.

u(0,£) =0
de Dirichlet non homogeénes si

u(x,0) = f(x)

u(0,t) = Ty, u(L,t) = T, t > 0.

Dans le cas des conditions non homogenes, on se rameéne au cas homogene par le
changement de variables

w(x,t) = u(x,t) — #x + T1.

On a aussi les conditions aux limites de Neumann : les deux extrémités sont
isolés 5 9
u u
a(O,t) = u(0,t) =0 et a(L,t) = uy(L,t), t > 0.
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Classification des EDPs Conditions aux limites Séparation des variables Exemples

3. LA METHODE DE LA SEPARATION DES VARIABLES
L'équation de la chaleur avec des conditions aux limites homogénes est

2
azﬂ(x,t) = @(x,t), 0<x<L, t>0,
ox? ot 5
u(0,t) =0=u(Lt), t>0, )
u(x,0) =f(x), 0<x<L.

Pour résoudre le probléme (2), on suppose que la méthode de |la séparation
des variables s'applique, c'est-a-dire que u(x,t) peut s'écrire sous la forme

u(x,t) = F(x)G(t).

On en déduit que F(x) satisfait au probléme avec conditions aux frontiéres
homogeénes suivant

F"(x) = —=A\F(x), F(0)=0= F(L),

ol A est une constante réelle de séparation et que
G(t) vérifie I'équation du premier ordre

G'(t) = —a®A\G(t).
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Classification des EDPs Conditions aux limites Séparation des variables Exemples

EXEMPLE 1 :

On considére I'équation aux dérivées partielles suivante

au 0
“ox Yoy

u—Opourx>0ety>O. 3)

(a) Trouver les équations différentielles ordinaires satisfaites par F(x) et G(y)
pour que u(x,y) = F(x)G(y) soit solution de I'équation aux dérivées
partielles (3).

(b) Trouver toutes les fonctions sous la forme u(x,y) = F(x)G(y) qui satisfont a
I'équation aux dérivées partielles (3).

EXEMPLE 2
On considére I'équation aux dérivées partielles

S
| A\

Ju Ou u
Ox Oy 8X8y2

=0pour0<x<letO<y<l1 (4)

En utilisant la méthode de la séparation des variables, trouver les équations
différentielles ordinaires satisfaites par les fonctions F(x) et G(y) pour que
u(x,y) = F(x)G(y) soit une solution de I'équation aux dérivées partielles (4).
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Classification des EDPs Conditions aux limites Séparation des variables Exemples

RAPPEL : L’EQUATION LINEAIRE D’ORDRE UN

Soit I'équation linéaire du premier ordre sous forme normalisée (ou standard)

P(t)y/(t) + Q(t)y(t) = R(t) & L]y (t) + p(t)y(t) = q(t). (5)

m Un facteur intégrant de (5), qui ne dépend que de t, est
F(r) = e 70
= En multipliant (5) par F, on a

F(t)y'(t) + F(t)p(t) y(t) = F(t)q(t) = [F(t)y(t)]' = F(t)q(t).
F/(1)

m La solution de I'équation linéaire (5) est alors

/F(t)q(t)dt+K
VO = 1FOI [ Fatde =+
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RAPPEL : EQUATIONS A VARIABLES SEPARABLES
Une équation est a variables séparables si elle s'écrit sous |'une des trois formes
équivalentes ci-dessous

Y _ G(x)H(y) & M(x)dx + N(y)dy = 0= M(x) + N(y)y' = O.

dx (6)

La solution de I'équation a variables séparables (6) est

M(x)dx + N(y)dy =0 < /M(x)dx + / N(y)dy = K, K constante.

RAPPEL : SOLUTION GENERALE DE L’EQUATION HOMOGENE.

Equation homogeéne du deuxiéme ordre ay” + by’ + cy =0
P(r)=ar’ + br +c et A = b* — 4ac
Signe de A | Solutions de P(r) =0 Solution générale
A>0 na= #E y(x) = cie™ + e
a
C e NEN )
_ V= X) = cie 2 cos X
A <O r1,2:7b:‘:2Z A:/\:I:m y(x) ' i ( 2a
a +c2e ™2 sin ( v2:1Ax)
b —bx
A=0 :—z y(x):e?(cl-f—(kx)




SECTION &.2

LESs PROBLEMES DE VALEUR LIMITE EN DEUX POINTS.
Dans cette section, on étudiera

Les valeurs propres et fonctions propres d'un probléme de valeur
limite en deux points.




Classification des EDPs Conditions aux limites Séparation des variables Exemples

1. PROBLEME AVEC CONDITIONS AUX LIMITES ET VALEURS PROPRES
Un probléme avec conditions aux frontiéres est tout probléme de la forme

¥ (x) 4+ p(x)y'(x) + q(x)y(x) = g(x), pour a < x < 3, (7

a laquelle on impose des conditions aux extrémités x = a et x = 3 de la forme

y(a) = yo et y(8) = y1 ou bien

%(u) = l:; et %(ﬁ) = u1 ou bier:j
y(a) + hld—i(a) —0et y(8) + hzd—i(ﬁ) —0,..

Si g(x) =0 et yo = 0 = y1, le probléme (7) correspondant

¥ (x) + p(x)y'(x) + q(x)y(x) = 0, pour « < x < B, y(a) =0 et y(8) =0.

est dit homogene. Dans ce cas, la solution triviale, y(x) = 0, est une
solution du probléeme.

Les fonctions propres sont les solutions générales non nulles de I'EDO
y"(x) + p(x)y’(x) + g(x)y(x) = g(x) et qui vérifient en plus les conditions
aux limites.

y
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Exemples

Classification des EDPs Conditions aux limites

PROBLEME AVEC CL ET VALEURS PROPRES (SUITE)

Pour résoudre le probleme avec conditions aux frontieres
ay” (x) + by'(x) + cy(x) = 0+ des CL,

. , 2
on calcule la solution de I'EDO, selon les valeurs de A = b° — 4ac

Cas1: SiA >0, a|orsP(r):ar2+br+C:0=>r1,2:%et
y(x) = ce™ + e,
Cas2: SiA=0, anrsP(r):arz—l—br-&-c=0:>f1,2:’:;73et

—b
y(X) = efx(cl + CQX).
M S|A<0, alors P(r):ar2+br+C:0:>r1,2:%et
1= o e (252) o (V5]

Les fonctions propres sont les solutions non nulles qui vérifie aussi les CL.
Par exemple, les valeurs et fonctions propres du probléme
y"+ Xy =0, y(0)=0, y(L)=0sont

2
nm . nmx
p— (T) , Yn(x) =sin (T) ,n=12,....
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Classification des EDPs Conditions aux limites Séparation des variables Exemples

EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES ET HYPERBOLIQUES
Dans le calcul des valeurs propres, on arrive souvent a des équations hyperboliques
ou trigonométriques comme celles ci-dessous
1. cos(x) =cos(y) & x =+y+2nm,n=0,1,2,...(n €N).
En particulier

cos(x) = 0 = cos (—g + nw) = Xx= —g +nmt,n=012,....
=y=£2 =0,1.2,...
2. sin(x) = sin(y) & {X y £2nmn=012,... ou

En particulier

x =m—yx2nmt,n=0,12,....

sin(x) =0=sin(tnm) = x=nT,n=0,+£1,+2,....
3. tan(x) =tan(y) @ x=y+tnmr,n=0,12,....
Par exemple

cos(x)—V/3sin(x) = 0 = tan(x) = V3 = tan (% + nw) =X = %:I:mr,n > 0.

% > cosh(0) = 1,¥x et sinh(x) = % =0 x=0.
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Classification des EDPs Conditions aux limites Séparation des variables

EXEMPLE 3 :

Trouver les fonctions et les valeurs propres réelles du probleme

G"(y)+AG(y)=0pour0<y< %
G'(0)=0et G"(3)=0.

On demande une solution compléte ou chaque étape est justifiée

EXEMPLE 4 :

|

Trouver les fonctions et les valeurs propres réelles du probléeme

{ y"4+(1—=XNy=0pour —1<x<1
y(=1) = y(1) =0et y'(-1) —y'(1) = 0.

On demande une solution compléte o chaque étape est justifiée

EXEMPLE 5 :

|

Trouver les fonctions et les valeurs propres réelles du probléme.

y" +6y +(5+ X))y =0 pour 0 < x <2,
y(0) =0et y(2) =0,
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